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Charakter aksjomatu redukowalnosci

Oryginat: ,Die Natur des Reduzibilitdtsaxioms”, Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik 35 (1928), ss. 143-146. Przekiad angielski w: F. Wais-
mann, Philosophical Papers, Vienna Circle Collection, Vol. 8, Dordrecht &
Boston: Reidel 1977, ss. 143-146.

W rekonstrukecji matematyki, jaka przedstawiono w Principia
Mathematica® — podstawowym dziele szkoly logicznej — znaczaca
role odgrywa tak zwany aksjomat redukowalnosci. Aksjomat ten

glosi: dla dowolnej funkcji propozycjonalnej @x istnieje zawsze
predykatywna funkcja propozycjonalna ! % formalnie réwnowaz-

A . . o

na @x 2 Rola aksjomatu redukowalnoéci polega na umozliwieniu
przejscia od dowolnej funkcji do funkeji predykatywnej i usuneciu
w ten sposéb trudnoéci wynikajacych z zalozen tak zwanej rozgale-
zionej teorii typéw.> W ramach Principia Mathematica aksjomat
ten jest niezbedny. Bez niego, lub jakiego$§ réwnowaznego aksjoma-
tu, teoria liczb rzeczywistych, jaka tam rozwinieto, zalamatlaby sie
— a razem z nig podstawy analizy. Z drugiej strony, Russell i
Whitehead przyjmujac ten aksjomat instynktownie czuli, ze ma on
odmienny od pozostalych aksjomatow logiki charakter, a takze to,
iz nie mozna mu przypisaé tego samego stopnia pewnoé$ci. Poniewaz
rzeczywista natura aksjomatu pozostawala nieznana, autorzy za-

1 B. Russell, A N. Whitehead, Principia Mathematica, Cambridge UP, Vol. 11910,
Vol. II 1912, Vol. III 1913.

2 TIbid., Vol. I, s. 59, 74.

3 Ibid., Vol. I, s. 51. Por. tez F.P. Ramsey, ,The Foudations of Mathematics”,
Proceedings of the London Mathematical Society 11, 23 (1925), s. 365, 258 nn.
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dowolili si¢ takim ukladem dzieta, by w kazdym miejscu mozna bylo
rozpoznadé, ktére twierdzenia zaleza od aksjomatu redukowalnosci,
a ktore nie.

Twierdzenia logiki posiadaja charakterystyczna wlasnoéé, ktora
odréznia je od wszystkich innych: sa tautologiami. Tautologia to
twierdzenie, ktére jest prawdziwe jedynie na mocy swej budowy.
Aby by¢ bardziej precyzyjnym: tautologia jest funkcja prawdziwo-
§ciowa, ktéra pozostaje prawdziwa przy kazdym warto$ciowaniu.*
Dlatego zadne twierdzenie logiki nie przedstawia stanu rzeczy.
W celu przedstawienia stanu rzeczy mozemy postugiwaé sie jedynie
twierdzeniami, ktére moga by¢ falszywe (kiedy wyrazony w twier-
dzeniu stan rzeczy nie zachodzi). Réwniez to jest przyczyna, dla
ktérej twierdzenia logiki nie wymagaja testu empirycznego. Albo-
wiem empiryczne sprawdzanie twierdzenia polega na por6wnywa-
niu go z rzeczywisto$cig (z istniejacym stanem rzeczy). Lecz tauto-
logia nie wyraza ani istnienia, ani nieistnienia stanu rzeczy; nie
moze by¢ zatem ani potwierdzona, ani odrzucona przez do§wiadcze-
nie. Méwiac za Leibnizem, tautologia musi byé prawdziwa w dowol-
nym $wiecie, nie tylko w naszym. Jesli twierdzenie jest prawdziwe
jedynie w naszym $wiecie, oznacza to z pewnoscia, ze nie jest ono
tautologiczne, i ze nie nalezy do logiki.

Wyczuwana przez Russellai Whiteheada trudno$é mozemy teraz
wyrazi¢ w nastepujacym twierdzeniu: aksjomat redukowalnosci —
w odroznieniu od aksjomatéw logiki — nie jest tautologiaq, a na
wprowadzenie go do logiki nie ma zadnego uzasadnienia. Celem
przedstawionej ponizej analizy jest wykazanie tego faktu.

Jeéli aksjomat redukowalnoSci jest tautologia, to musi obowiazy-
wacé w dowolnym §wiecie, nie tylko w naszym. Zatem jesli skonstru-
ujemy §wiat, w ktérym aksjomat redukowalnoéci nie obowiazuje,
to pokazemy, ze na pewno nie jest on tautologia. Wyobrazmy sobie
$wiat posiadajacy nastepujace wlasnosci®:

(1) Znajduje sie w nim nieskorniczenie wiele indywiduéw.

4 Por. L. Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus, 4.46.
5 Por. tez Ramsey, op. cit., s. 381.
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(2) Kazde indywiduum posiada nieskonczenie wiele predykatyw-
nych wlasno$ci.

(3) Zadne dwa indywidua nie posiadaja dokladnie tych samych
wlasnosci.

(4) Jesli dane indywiduum posiada pewna wlasnosé predykatyw-
na, to posiada ja takze inne indywiduum. Inaczej méwiac, nie
istnieje wlasno§¢ predykatywna nalezaca wylacznie do jednego
indywiduum.

Jesli ,,a” jest nazwa indywiduum, to klase ¢ indywiduéw posia-
dajacych wlasnosci predykatywne, ktére posiada a, mozna zdefinio-
waé w nastepujacy sposéb:

@ . 9% .=.¢la.

Funkcja propozycjonalna, ktéra wlasnie skonstruowaliSmy
z pewnoscig nie jest predykatywna (albowiem odwoluje sie do ogétu
wlasnosci predykatywnych); nawijmy ja (plalc\ . Zgodnie z aksjoma-
tem redukowalnos$ci musi istnieé predykatywna funkcja propozy-
cjonalna \|I!3/c\ formalnie réwnowazna (plalc\ :

@YW :Qix.=x. Yl

Lecz predykatywna funkcja propozycjonalna tego rodzaju nie
istnieje. Ot6z zgodnie z warunkiem (3) zadne indywiduum nie
posiada wszystkich i tylko takich wlasnoSci predykatywnych, ktére
posiada a; dlatego klasa c zawiera jedynie indywiduum a. Z drugie;j
strony, jezeli a posiada wlasnoéé predykatywna, to zgodnie z wa-
runkiem 4. posiada jg takze jakie$ inne indywiduum. Wynika stad,
ze nie istnieje funkcja predykatywna koekstensywna z (plalc\ —zatem
aksjomat redukowalno$ci zawiédl.

Jedyna rzecza, jaka pozostaje teraz sprawdzié, jest niesprzecz-
no$¢ skonstruowanego przez nas §wiata, tj. czy cztery warunki s
ze soba zgodne. W tym celu umie§émy przedmioty naszego §wiata
w innym krélestwie, ktérego niesprzeczno$é zostala wykazana
gdzie indziej; teraz nasze cztery warunki nie beda mogty doprowa-
dzié do sprzecznosci.® Niech krélestwo R, w ktérym umieszczamy
przedmioty naszego §wiata, bedzie dziedzina liczb wymiernych.
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Niech kazdemu z indywiduéw odpowiada pewna liczba wymierna.
Niech klasy liczb wymiernych odpowiadaja predykatywnym wlas-
noéciom indywiduéw, zgodnie z taka oto regula: liczbie wymiernej
r odpowiadaja wszystkie przedzialy otwarte zawierajace r i ograni-
czone przez liczby wymierne — o tyle, o ile owe przedzialy znajduja
sie w krolestwie R — tj. przeciecia tych przedzialéw z R. Warunek
(1) stanowi: istnieje nieskoniczenie wiele liczb wymiernych; waru-
nek (2): kazda liczba wymierna r znajduje sie w nieskonczenie wielu
przedzialach; warunek (3): zadne dwie liczby wymierne nie znajdu-
ja sie wylacznie w tych samych przedzialach; warunek (4): kazdy
przedzial otwarty zawiera wiecej niz jedna liczbe wymierna. To
pokazuje, ze nasze uprzednio podane warunki byly wolne od sprze-
czno$ci.

W konkluzji nalezy podkreslié, ze rozmy$lnie ograniczyliSmy sie
do liczb wymiernych i klas konstruowalnych, aby unikna¢ proble-
moéw zwigzanych — odpowiednio — z kontinuum liczb rzeczywistych
oraz pewnikiem wyboru, a wiec probleméw, ktére po czeéci wyni-
kaja z charakteru aksjomatu redukowalnosci.

Przetozyt Artur Koterski

Zdzistaw Kowalski

Uwagi do artykulu Waismanna
,Charakter aksjomatu redukowalnosci”

W ocenie argumentacji Waismanna istotna role odgrywa interpre-
tacja przedstawionej przez niego funkcji zdaniowej (Q1x. Autor
twierdzi, ze P1x ,z pewnoScia nie jest predykatywna”, gdyz odwoluje
sie do ogéhu wlasnosci predykwatywnych. Zdaje sie to niedwuzna-

6 Jestem zobowiazany p. R. Carnapowi za podsuniecie mi nastepujacego dowodu.
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cznie wskazywaé, ze Waismann odwoluje sie milczaco do zasady
blednego kola.” Funkcje zdaniowe skonstruowane niezgodnie z ta
zasadg nazywa sie niepredykatywnymi. Pominieta w artykule
Waismanna, z racji swej rzekomej oczywisto$ci, argumentacja wy-
kazujaca, ze (P1x jest niepredykatywna, moglaby zostaé¢ zrekon-
struowana nastepujaco:

(1) Funkcja @,x definiuje wlasnoéé posiadania wszystkich wlas-
noSci predykatywnych posiadanych przez przedmiot a.

(2) Zalozmy, ze @,x jest predykatywna. Musimy wéwczas przyjaé,
ze definiowana przez nia wlasnos¢ jest réwniez predykatywna.?

(3) W @,x wystepuje kwantyfikacja po wtasnoéciach predykatyw-
nych, mamy wiec, ze wlasnoéé definiowana przez te funkcje nalezy
do zakresu, ktérego dotyczy kwantyfikacja. Zgodnie z okresleniem

predykatywnoS$ci oznacza to, ze ,x nie jest predykatywna.
Podstawowy problem, jaki tu powstaje, polega na tym, ze wlas-
noé¢ definiowana przez funkcje @,x jest koekstensywna z wlasno-

§cig bycia identycznym z przedmiotem a, z wlasnoscia wyznaczona
przez formutle ,x = a”. Sam Waismann stwierdza to niemal bezpo-
§rednio, méwiac, ze do okreslonej przez funkcje Q,x klasy ¢ nalezy
jedynie przedmiot a. Jednoczeénie za$§ pomija milczeniem problem,
czy funkcja ,x = a” jest predykatywna. Oznacza to, ze autor bez
uzasadnienia rozstrzyga kwestie, od ktérej zalezy bezposrednio
jego gléwna teza: je§li uznaloby sie funkcje ,x = a” (wlasnoéé bycia

7 W nowoczesnej literaturze przedmiotu wystepuje wiele, bynajmniej nie réwno-
waznych, sformulowan tej zasady, z ktérych pierwsze pochodzi od Poincarégo. Por. K.
Godel, ,Russells Mathematical Logic’, w: P.A. Schilpp (ed.), The Philosophy of Bertrand
Russell, Evanstone & Chicago 1944, ss. 123-153; oraz A.A. Fraenkel, Foundations of
Set Theory, Amsterdam 1958, ss. 174-182.

8 Przyjecie predykatywnosci stosuje sie w pierwotnym sensie do metod tworzenia
pojec (concept formation), np. do metody polegajacej na formutowaniu odpowiednich
funkcji zdaniowych, nie za$ do wtasnosci majacych odpowiadaé tym pojeciom. Jednak
wielu autoréw, w tym réwniez Waismann, méwi ,jednym tchem” zaréwno o predyka-
tywnosci funkcji zdaniowych, jak i wlasnosci. Wydaje sie, ze punkt (2) pozostaje w
zgodzie z takim wlasnie sposobem traktowania predykatywnosci, jest wiec uzasadnio-
ny jako Srodek przedstawiania stanowiska Waismanna.
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identycznym z przedmiotem a) za predykatywna, nalezatoby odrzu-
ci¢ twierdzenie Waismanna, ze nie istnieje predykatywna funkcja
zdaniowa koekstensywna z @,x Przy takim rozstrzygnieciu naleza-
loby odrzucié réwniez postulat (4) gloszacy, ze jesli jakie§ indywi-
duum posiada pewna wlasnoéé, to posiada ja takze inne indywi-
duum; wlasnoéé bycia identycznym z przedmiotem a posiada tylko a.
Okazuje sie wiec, ze przyjecie argumentacji Waismanna zalezy od
tego, czy uznamy identycznoéé z a za wlasno$é predykatywna, czy
tez nie. Poniewaz w krétkim komentarzu nie mozna nawet powierz-
chownie przedstawié tego zagadnienia, ograniczam sie jedynie
do stwierdzenia, ze wywodzaca sie od Leibniza definicja identycz-
no$ci ma w sobie pewien rys niepredykatywnos$ci. Méwiac w sposéb
nie calkiem formalny, a = b wtedy i tylko wtedy, gdy kazda wlasnosé
a jest tez wlasnoScia b i odwrotnie, a przeciez sama idetycznos¢ tych
przedmiotéw nalezeé ma do ich wlasnoéci, Jednak identycznosé
wprowadza sie niekoniecznie przez zwykla definicje; w logice pierw-
szego rzedu stosuje sie aksjomat x = x i regule ekstensjonalnosci dla
identycznoSci. Czy ten podstawowy sposéb wprowadzania znaku
identycznosci jest predykatywny? Aby odpowiedzieé na to istotne
w ocenie argumentacji Waismanna pytanie, nalezaloby odpowie-
dnio sprecyzowaé pojecie predykatywno$ci, poniewaz istniejace
w literaturze definicje, zwlaszcza okre§lenie milczaco przyjmowane
przez Waismanna, sa pod tym wzgledem wyraznie niezadowalajace.

Niezaleznie od kwestii predykatywno$ci funkcji zdaniowej x = a,
argumentacja Waismanna moze prowadzi¢ do nieporozumienia.
Autor dowodzi jednoczeénie dwéch réznych, lecz utozsamianych
przez siebie tez: tezy gloszacej, ze aksjomat redukowalnosci nie jest
tautologia logiczna, oraz tezy, ze nie jest on prawda konieczna (nie
jest prawdziwy w kazdym §wiecie mozliwym). Historycznie rzecz
biorac, wynikalo to prawdopodobnie stad, ze za czas6w Waismanna
rozréznienie tautologii logicznych i innych prawd koniecznych nie
bylo wyraznie dostrzegane, zwlaszcza w §rodowisku neopozyty-
wistycznym. Dowdd z drugiej tych tez zawiera istotng luke. Chodzi
o wykazanie niesprzeczno$ci postulatéw 1-4, przebiegajace wedlug
powszechnie znanej dzi§ zasady: jes§li wszystkie zdania tworzace
jaki$ zbiér staja sie prawdziwe przy pewnej interpretacji, to 6w
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zbiér jest niesprzeczny (kazdy zdan majacy model jest niesprzecz-
ny). W zastosowaniu do zdan 1-4 oznacza to jednak tylko tyle, ze
jesli traktujemy wystepujace w nich wyrazenie ,wlasnoéé predyka-
tywna” jako niezinterpretowane (pozbawione znaczenia), to po na-
daniu mu sensu, przy ktérym oznacza ono przedzialy otwarte
zbioru liczb wymiernych, wszystkie zdania 1-4 stang sie prawdzi-
we. Nie wynika stad bynajmniej, ze je§li termin ,,wlasnoé¢ predy-
katywna” ma juz znaczenie zastane, np. takie, o jakie chodzi w arty-
kule Waismanna, to dla zdan 1-4 mozna znalezé interpretacje, przy
ktérej wszystkie one stang sie prawdziwe. Konkluzywno§é argu-
mentacji Waismanna na rzecz tezy okreslonej powyzej jako druga
wymaga czego$ wiecej, mianowicie wykazania, ze postulaty 1-4
wraz z innymi aksjomatami, ktére nadawalyby terminowi ,wlas-
no§é predykatywna” znaczenie zblizone do wystepujacego w arty-
kule, sa niesprzeczne. To jednak nie zostalo wykazane, oczywiécie
ze wzgledu na brak takiej charakterystyki aksjologicznej w litera-
turze przedmiotu.

Przedstawione uwagi krytyczne mialy na celujedynie pokazanie,
ze teza Waismanna, iz aksjomat redukowalno$ci nie jest koniecznie
prawdziwy, nie zostala przezen udowodniona. Kwestia jej prawdzi-
woSci nie byla w ogéle przeze mnie podniesiona.

Zdzistaw Kowalski



