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Streszczenie

W pracy poddano analizie model opisujacy drgania poprzeczne przewodu, wywotane pulsacjami
predkosci przeptywajacej cieczy. Ruch uktadu opisano réwnaniem rézniczkowym czastkowym
o okresowo zmiennych wspotczynnikach. Analize przeprowadzono metoda Galerkina z wyko-
rzystaniem wielomianow ortogonalnych jako funkc;ji ksztattu. Do wyznaczenia obszarow niesta-
bilnych zastosowano teori¢ Floqueta. Zbadano wptyw wybranych parametrow oraz warunkow
brzegowych na czgstosci wlasne uktadu oraz na zakresy rezonansu parametrycznego.
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Abstract

The paper is concerned with the analysis of a model describing the transverse vibrations
induced by periodically variable fluid flow. Motion of the system was described by using partial
differential equations with periodically variable coefficients. The analysis was performed by
Galerkin method and orthogonal polynomials as shape functions. The instability regions were
determined by Floquet theory. The influence of several parameters and boundary conditions on
the natural frequencies and the instability regions were investigated.

Keywords: hydraulic systems, flow-induced vibration, parametric resonance

*

Dr hab. inz. Jan Luczko, prof. PK, Instytut Mechaniki Stosowanej, mgr inz. Andrzej Czerwinski,
Instytut Konstrukcji Maszyn, Wydziat Mechaniczny, Politechnika Krakowska.

Publikacja objeta jest prawem autorskim. Wszelkie prawa zastrzezone. Kopiowanie i rozpowszechnianie zabronione.
Publikacja przeznaczona jedynie dla klientéw indywidualnych. Zakaz rozpowszechniania i udostepniania w serwisach bibliotecznych.
http://www.ejournals.eu/Czasopismo-Techniczne/



72
1. Wstep

Drgania przewodow moga by¢ istotnym problemem w instalacjach przenoszacych ciecz
z duzymi predkosciami (np. w przemysle naftowym, chemicznym, w energetyce wodnej,
a takze w przypadku uktadow hydrauliki sitowej). Gdy przez przewdd zamocowany obu-
stronnie przeplywa ciecz ze statg predkoscia, moze on utraci¢ stabilnos¢ jedynie przez
wyboczenie. Gdy predkos$é przeptywu zawiera sktadowa okresowo zmienng, w pewnych
warunkach moga si¢ w uktadzie wzbudzi¢ drgania parametryczne [3, 4, 10—15]. Problem
modelowania przewodow przenoszacych ciecz oraz analizy otrzymanych rownan ruchu byt
przedmiotem wielu prac naukowych [2, 5, 7, 10]. Badano drgania i stabilno$¢ przewodow
o rozmaitym ksztalcie i sposobie zamocowania. Kompleksowy przeglad metod modelowa-
nia i analizy zostal przedstawiony w monografii [10]. Do numerycznego badania stabilnosci
przewodow sg wykorzystywane rozne metody analizy matematycznej [4, 6, 8]. W pracy [3]
autorzy rozwazajg przypadki rury obustronnie utwierdzonej oraz zamocowanej przegubowo,
ktora modeluja za pomoca belki Eulera. Rownania rézniczkowe sg rozwigzywane metoda
Galerkina, granice obszarow niestabilnych okreslane sa metoda usredniania. Z kolei w pra-
cach [6-8] autorzy badajg zjawisko rezonansu parametrycznego rury zamocowanej przegu-
bowo, wykorzystujac metode analizy wieloskalowej. W pracach [6, 7] granice stabilno$ci sg
okreslane analitycznie. Autorzy pracy [11], analizujac geometrycznie nieliniowe rdéwnanie
drgan, wywotanych pulsacjami predkosci cieczy, wykazuja zjawiska rezonansu parametrycz-
nego, kombinowanego oraz wewngetrznego.

W niniejszej pracy poddano analizie przewod z przeptywajaca cieczg dla trzech roznych
przypadkow warunkow brzegowych: obustronnego utwierdzenia, podparcia przegubowego
z obu stron oraz utwierdzenia jednego konca przewodu i podparcia przegubowego drugiego
jego konca. Celem pracy byto zbadanie wptywu parametrow na czestoSci wlasne oraz zakre-
sy stabilnych i niestabilnych rozwigzan. Drgania poprzeczne przewodu opisano rownaniem
roézniczkowym czastkowym o okresowo zmiennych wspotczynnikach, rozwigzanym nastgp-
nie metoda Galerkina. Jako funkcje ksztaltu przyjeto wiclomiany ortogonalne. Obszary nie-
stabilne wyznaczono numerycznie, wykorzystujac teori¢ Floqueta [1]. W pracy przebadano
wplyw predkosci przeptywu, czestosci 1 amplitudy pulsacji, cisnienia na koncu przewodu,
thumienia wewngtrznego oraz tarcia pomig¢dzy cieczg a §ciankami przewodu.

2. Model ukladu

Model badanego uktadu przedstawiono na rys. 1. Zalozono, ze ciecz jest niescisliwa,
a predkos¢ przeptywu U, nie zalezy od zmiennej x i jest stala w calym przekroju. Do opisu
drgan poprzecznych przewodu o dtugosci / wprowadzono wspotrzedng w(x, f).

Uktad sit dziatajacych na element cieczy o jednostkowej masie m ,Oraz na element prze-
wodu o masie m,, zostat pokazany na rys. 2. Uwzgledniono sity poprzeczne Q i osiowe 7, sity
parcia pA, (gdzie: p — ci$nienie, 4 — powierzchnia pola przekroju wewngtrznego przewodu)
oraz sktadowe normalne 7 i styczne T sit wewnetrznych w uktadzie rura—ciecz.
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Rys. 1. Model uktadu
Fig. 1. Model of the system

Po uwzglednieniu wptywu sit osiowych oraz sit bezwtadnosci wynikajacych z przeply-
wu, drgania poprzeczne przewodu z cieczg opisuje nastgpujace rownanie [10]:
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gdzie m = m,+m. Dla modelu Voigta—Kelvina thumienia wewnetrznego [3, 11, 13, 14] site
poprzeczng okresla wzor:
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Rys. 2. Oznaczenia sil: a) element cieczy, b) element przewodu

Fig. 2. Indication of forces: a) fluid element, b) pipe element

W celu wyznaczenia sktadnika (pA4 — T) nalezy przeanalizowaé sktadowe osiowe sit dzia-
ajacych na element przewodu z cieczg. Po pominigciu wptywu drgan osiowych otrzymuje
sie proste réwnanie [10]:
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z ktérego, po scatkowaniu w granicach od dowolnego x do /, wynika nastepujaca zalezno$¢:

U,
pA=T = p(,0A=T(L1) +m; —L(1 =) @)

Do okreslenia sit stycznych (przypadajacych na jednostke dlugosci) w uktadzie rura—
—ciecz najczesciej wykorzystuje si¢ hipoteze Darcy—Weisbacha:

o _ A
T=- m, —U>
o s 2d 7
przy czym parametr d jest srednicag wewngtrzng przewodu, a A jest bezwymiarowym wspot-
czynnikiem oporéw przeptywu, zaleznym od liczby Reynoldsa:

®)

U,d
Re=—— ©)
f

gdzie v, jest wspotczynnikiem lepkosci kinematycznej. W zakresie Re < 2100-2300 jest
wykorzystywana zaleznos¢:
75
A=— 7
Re (M

natomiast w zakresie 2300 < Re < 50 000 stosuje si¢ uproszczony wzor Blasiusa, stuszny dla
rur hydraulicznie gladkich:
_0,3164

" Re ©

Po scatkowaniu rownania (5) w odpowiednich granicach otrzymuje si¢ zaleznos¢:

T(x,0)=T(,t)+m, %U} (I-x) )

Przyjmujac dalej, ze warto$¢ Srednia sity (9) jest rowna wstepnemu naciggowi przewodu
T, czyli:
09

T, =T(1,t)+mf:‘—;U; (10)

oraz, ze ci$nienie na koncu przewodu p(/, f) = p, nie zalezy od czasu, réwnanie (1) mozna, po
wykorzystaniu zwiazkéw (2), (4) i (10), sprowadzi¢ do postaci:

82w 9w 0w o'w ’w
me3 +m{ax2 Uf”a 5 U }EI [a ” +oc—ax4at}+
(11)
M 82

, U
Um0 |55 =0

+|:(poA_To)+mf
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W pracach dotyczacych podobnych zagadnien wprowadza si¢ zmienne bezwymiarowe,
odnoszac najczesciej przemieszezenia do dtugosci przewodu /:

z(E, 1) =w(x,0)/l E=x/l (12)
Bezwymiarowy czas jest definiowany zwigzkiem: T = ® ¢, gdzie:

El,
W, = v (13)

jest czgstoscia podstawowa drgan gietnych rury, wypetnionej nieruchoma ciecza. Roéwnanie
(11) w zmiennych bezwymiarowych ma postac:

F+2BUE +[0—q+(1+ YU +BUA-E) |27 +2V + LV =0 (14)

przy czym kropka oznaczono pochodne wzgledem zmiennej T, a primem wzgledem &.
Bezwymiarowa predkos¢ przeptywu jest zdefiniowana nastepujaco:

BU,
U =
Y, (15)
W prowadzonych dalej obliczeniach zatozono harmoniczng zmiang¢ predkosci:
U=U,(1+A4,sinwrt) (16)
gdzie U, jest wartoScig Srednig predkosci, a 4,1 ® s3 amplitudg i czgstoscig pulsacji.
Wystepujace w rownaniu (14) parametry sa zdefiniowane wzorami:
A oo 2Al q:TOIZ
m El El
P P ( 1 7)
v Al
/
v= =— =a-0
o, L ¢ ‘

3. Metoda Galerkina

Analizujac rownanie (14), mozna okresli¢ zalezno$¢ czestosci wlasnych od parametrow,
charakteryzujacych zardwno przewod, jak i przeptywajaca ciecz, oraz wyznaczy¢ obszary
stabilnych i niestabilnych rozwiazan. Do analizy wykorzystano dalej metod¢ Galerkina, za-
ktadajac rozwiazanie przyblizone w postaci:

2(1,8) = Z(Pj(i)zj(T) (18)
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Funkcje aproksymujace (p/.(&) powinny spetnia¢ warunki brzegowe oraz tworzy¢ uktad
zupetny funkcji. Dla przegubowego podparcia obu koncoéw przewodu mogg to byé funk-
cje trygonometryczne. W przypadku innych warunkow brzegowych, a zwlaszcza podczas
analizy zagadnien nieliniowych, zastosowanie jako funkcji ksztattu funkcji wtasnych od-
powiedniego zagadnienia liniowego, moze natrafia¢ na znaczne trudnosci natury rachun-
kowej. Wygodniejsze w zastosowaniach sa wtedy funkcje wielomianowe. Problem doboru
takich funkcji zostanie oméwiony w nastgpnym punkcie. Po wstawieniu zalozonej postaci
rozwigzania (18) do rdwnania (14) otrzymuje si¢ rownanie:

ﬁ:(pjzj +[2BUQ, +Lo" |z, +[(cs—q+(1+y)U2 +BU(1—§))<p;.'+<p;V]zj =0 (19)

W metodzie Galerkina nalezy pomnozy¢ rownanie (19) przez kolejne funkcje ksztattu
9,), (k=1,2, ..., N), anastepnie scatkowa¢ uzyskane rownania w odpowiednich granicach.
Po wykorzystaniu warunkéw ortogonalnoscei:

[0,©0,@)dE=3, (20)

gdzie 6jk jest dgltq Kroneckera, ruch uktadu opisuje uktad rownan rézniczkowych zwyczaj-
nych o nastepujacej postaci:

Zk(r)+i[8,g.z'j(r)+c,qzj(r)]=0 k=12,...,N 21

Wystepujace w réwnaniach (21) wspotezynniki wyrazaja si¢ wzorami:

B, =

JSY S

[2BU@}(8) + Lo} ©)lo, (E)dE (22)

C, =

g

[((6=g+1+nU* +BUA-8))0/(®) + oY ) |0, (E)dE (23)

ot—

Réwnania (21) w zapisie macierzowym mozna przedstawi¢ nastepujaco:
Z+Bz+Cz=0 (24)

przy czym macierz C jest macierza sztywnos$ci, a macierz B jest suma macierzy symetrycz-
nej, odpowiedzialnej za rozpraszanie energii (we wzorze (22) sktadnik ze wspotczynnikiem
{) oraz macierzy antysymetrycznej, uwzgledniajgcej wptyw efektow zyroskopowych (sktad-
nik zalezny od predkosci U, reprezentujacy sity Coriolisa). Rownanie (24) jest rownaniem
liniowym o zmiennych wspotczynnikach z uwagi na zalezno$¢ predkosci przeptywu U od
czasu.
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4. Funkcje ksztaltu

W celu skonstruowania wielomianowych funkcji aproksymujacych buduje si¢ najpierw
liniowo niezalezne funkcje ¢,(€), ¢,(€), ..., ¢,(&), spemiajace zadane warunki brzegowe
w przedziale (0, 1). Mozna zatozy¢ nastepujaca postaé¢ wiclomianows tych funkcji:

Jj+3

0,@)=ay,+a,+a, &+ +a,, &7 = Zakjék j=12,...,N (25)
k=0

Funkcje opisujace przemieszczenia poprzeczne musza spetnia¢ cztery warunki brzego-
we, po dwa na kazdym koncu przewodu (dla & = 0 i & = 1). Po ich wykorzystaniu mozna dla
dowolnie przyjetych warto$ci parametrow a 4 Qsp o> Qs gdzie n =j + 3 (np. rownych jed-
nosci), wyznaczy¢ cztery pierwsze wspotczynniki ay Ay, Ay, Ay rozwigzania (25). W formie
przyktadu rozwazmy pret utwierdzony z lewej strony 1 podparty przegubowo na prawym
koncu. Funkcje (1)].(&) powinny spetnia¢ nastgpujace warunki brzegowe:

0,(0)=07(0)=0¢,1H=07(1)=0 (26)

Z warunkéw dla & = 0 otrzymamy a,=a,=0.2 pozostatych warunkow (dla & = 1)
wynikaja dwa rownania:

Jj+3
@, +ay; ==Y ay
k=4

Jj+3

2a,, +6a,, ==Y k(k—1)a,
k=4

27

okreslajace wspotczynniki a, i a wielomianu stopnia j + 3. Przy zalozeniu a P dlad4<rk
j+3(=1,2,...N) pierwsze trzy wielomany maja nastepujacg postaé:

0,(8)=(1,5-2,55+&7)E’
0,(8) =(5-78+E +&)E (28)
0,(8)=(11-14E+8* +&* +EHE’

Wyznaczone w ten sposob wieclomiany nie sg ortogonalne. W celu skonstruowania bazy
wielomiandéw ortonormalnych ¢,(§), @,(€), ..., ¢(§) wykorzystuje si¢ najczesciej metode
ortogonalizacji Grama-Schmidta. Po zdefiniowaniu iloczynu skalarnego dwoch funkcji:

(0.9) = [0(©)0(E)dE (29)

oraz po przyjeciu dla normy funkcji oznaczenia:

Publikacja objeta jest prawem autorskim. Wszelkie prawa zastrzezone. Kopiowanie i rozpowszechnianie zabronione.
Publikacja przeznaczona jedynie dla klientéw indywidualnych. Zakaz rozpowszechniania i udostepniania w serwisach bibliotecznych.
http://www.ejournals.eu/Czasopismo-Techniczne/



78

fol=\(0.0) = [0 @)a

pierwszy wielomian mozna wyznaczy¢ ze Wzoru:

A(S)

Kolejne wiclomiany okresla wzor rekurencyjny:
9,(©)

"0 )

przy czym:

,(&)=0,)- i(q)_,.,cpk )o.©)

(30)

31

(32)

(33)

W rozwazanym przypadku trzy pierwsze wielomiany ortonormalne okreslaja wzory:

¢,(5) =17,2749E> = 28,7914E* +11,5166E"

0,(E) = 68,8591 +248,952E" —280,733E* +100, 6408
0,(8) =179,412&% —1077,538’ +2241,06&* —1950,17E° + 607,240&°

(34)

Na rysunku 3 pokazano wykresy pierwszych trzech wielomianow ¢ (&) i skonstruowa-
nych na ich podstawie metodg Grama—Schmidta wielomianéw ortonormalnych (p/.(&).

1.2 PN 2
/ \ i -
/ \ ¢ AAN
/ \ 1 NG
T Z 3\
0.8 / \ 17 \ S N
vy / \ TN \ Sy
=< =
< / . \ = . Vo
0.4 I o . Vg
o AN -1 ANy
/ W\ i L ~
/.
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0 0.5 1 0 0.5

Rys. 3. Wielomiany tworzace i ortonormalne

Fig. 3. Generator and orthonormal polynomials
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Dla obustronnego podparcia przegubowego odpowiednie funkcje ksztaltu maja postaé:

@, (&) = 4,50806E —9,01611E’ +4,50806&*
©,(&) = —9,61249E +96,12498° —144,187E* +57,6750¢° (35)
@,(E) = 15,9929 — 435,955E° +1227,90&* —1211,91E’ +403,969E°

Dla obustronnego utwierdzenia zostang wykorzystane wzory:

@, (E) = 25,0998E> —50,1996& + 25,0998E*
0,(E) = —83,24665 +332,986E — 416,233 * +166,493E (36)
0,(E) = 202,3618> —1295,11&° +2873,53E* —2671,17° +890,389¢

5. Obszary stabilnoSci

Przy stosowaniu metod numerycznych wyznaczania oraz badania stabilno$ci rozwigzan
réwnanie (24) sprowadza si¢ do postaci:

V=Av (37)

|z Alz 0 |
V_M |-Cc -B (38)

Wykorzystujac procedury numeryczne do rozwigzywania zagadnienia wlasnego, mozna
wyznaczy¢ wartosci wlasne macierzy A. Cze$ci urojone wartosci wlasnych okreslaja czgsto-
$ci whasne, natomiast na podstawie znaku cze$ci rzeczywistych mozna wnioskowaé odnos$nie
do stabilno$ci rozwigzan.

Poniewaz réwnanie (37) jest rOwnaniem liniowym o okresowo zmiennych wspolczyn-
nikach (o okresie 7= 2m/®), do wyznaczenia obszaréw stabilnych rozwigzan mozna wyko-
rzystaé teori¢ Floqueta [1]. W tym celu nalezy pomocniczo wyznaczy¢ macierz monodromii
M = F(7), zdefiniowang przez macierz fundamentalng F (matrycant), spetniajacg macierzo-
we rownanie rozniczkowe:

gdzie:

CLIN (39)
dt

oraz nastgpujace warunki poczatkowe:
F(0)=1 (40)

Wartosci wlasne [, macierzy monodromii, nazywane mnoznikami charakterystycznymi
Floqueta, decyduja o stabilnoSci rozwigzan okresowych. Jesli cho¢ jeden mnoznik spetnia
nierownos¢ |u,| > 1, to rozwigzanie jest niestabilne. Mnozniki Floqueta wyznacza sig, roz-
wigzujac zagadnienie wlasne:
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(M-ulu=0 (41)

Badajac warunek |it,| > 1 mozna wyznaczy¢ niestabilne obszary w przestrzeni wybranych
parametrow uktadu.

6. Rezultaty analiz numerycznych

Wzory (21-24) oraz (34-41) stanowia podstawe algorytmu obliczen numerycznych do
wyznaczania czgstosci wlasnych oraz obszaréw niestabilno$ci. Podczas badania wptywu
parametrow uktadu na stabilno$¢ rozwigzan obliczenie elementéw macierzy monodromii
wymaga wielokrotnego numerycznego catkowania rownania macierzowego (39). W celu
zapewnienia dostatecznej doktadnosci, a takze minimalizacji czasu obliczen, wskazane jest
wykorzystanie wzorow analitycznych, okreslajacych elementy (22) i (23) macierzy B i C.
W pracy wzory takie uzyskano za pomoca pakietu Maple 9. W programie, sporzadzonym
w jezyku Fortran, wykorzystano procedury z biblioteki IMSL do catkowania numeryczne-
go (metody Runge—Kutty—Vernera 5-go i 6-go rzedu oraz metody Adamsa i Geara) oraz
rozwigzywania zagadnienia wiasnego (algorytm QR zastosowany do postaci Hessenberga
macierzy A).

Obliczenia numeryczne wykonano dla trzech typéw zamocowania koncow przewodu:
przegub-przegub (p-p), utwierdzenie-przegub (u-p) oraz utwierdzenie-utwierdzenie (u-u).
Wyznaczajac czgstosci drgan wlasnych, zalozono stala wartos¢ predkosci przeptywu, czyli
pomini¢to tu wptyw amplitudy pulsacji predkosci. Mozna tez wyznacza¢ chwilowe warto-
Sci czestoscei, rozwigzujac zagadnienie wlasne dla wybranych punktéw czasowych w okre-
sie wymuszenia. Wyznaczone w ten sposob czgstosci oscyluja wokot obliczonych dla stalej
predkosci przeptywu. Zakres ich zmian zwigksza si¢ ze wzrostem amplitudy pulsacji, co
powoduje zwigkszanie zakresOw rezonansu parametrycznego. Zakresy te, wyznaczane dalej
metoda Floqueta, uwzgledniaja juz zalezno$¢ (16) predkosci przeptywu od czasu.

Najwigkszy wplyw na czgstosci drgan wiasnych majg bezwymiarowe parametry U, i G,
zwigzane ze $rednig predkoscia przeptywu i cisnieniem na koncu przewodu. Ze wzrostem
zarowno predkosci U, jak i cisnienia ¢ malejg czgstosci drgan wiasnych. Zmniejszanie
czestosci ze wzrostem predkosci jest tu efektem dziatania sity odsrodkowej bezwladnosci
(w réwnaniu (14) sktadnik U,z"), dziatajacej przeciwnie do sit sprezystosci. Wzrost cisnienia
powoduje powstanie sity Sciskajacej, rowniez powodujacej zmniejszanie si¢ czgstosci drgan
wiasnych.

Wplyw parametrow U, i 6 na dwie pierwsze czgstosci ilustrujg krzywe przedstawione na
rys. 4. Wykresy sporzadzono dla rozwazanych w pracy warunkow brzegowych, uwzglednia-
jac opory przeptywu (przyjeto v =2 x 10°). Dla ustalonych wartosci parametru ¢, zmieniano
dostatecznie gesto warto$¢ parametru U,

Najsilniej maleje czgstos¢ podstawowa uktadu i moze ona osiagna¢ warto$¢ zerowa dla
dostatecznie duzych wartosci parametru U, i 6, nazywanych dalej warto$ciami krytycznymi
U, ic,. Dla warto$ci wigkszych od warto$ci krytycznych ukfad traci stabilnos¢ przez wybo-
czenie (dywergencjg). Wartos¢ krytyczna U, zalezy od warto$ci ci$nienia i odwrotnie — na
warto$¢ 6, ma wplyw predkos¢ przeptywu.
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0=0;0,2;040,,

Rys. 4. Wplyw predkoscei przeptywu U, oraz ci$nienia 6 na czgstosci o, i ®, dla trzech typow
zamocowania przewodu (B = 0,5, d/l = 0,008, { = 0,001)

Fig. 4. The influence of flow velocity U, and pressure 6 on the frequencies @, and w, for different
types of pipe support (f = 0.5, d// = 0.008, L = 0.001)

Tabela 1

Wartosci parametrow krytycznych dla ré6znych warunkéw brzegowych

Typ zamocowania
Parametr . . utwierdzenie—
przegub—przegub utwierdzenie—przegub utwierdzenic
Czgsto$¢ wilasna o i 15,415 22,373
Predkos¢ krytyczna U, b1 4,492 2
Cisnienie krytyczne 6, e 2-m? 4.2

W tabeli 1 podano wartosci krytyczne: U, (U, dla ¢ =01 v = 0) [10], 6, (dla U, =0
i v =0) oraz warto$ci czgstosci podstawowej ®, (dla U; = 0, 6 = 0 i v = 0), obliczone dla
roznych typow warunkow brzegowych. Parametry 6, i ®,,s3 okreSlone wzorami analitycz-
nymi, przy czym pierwszy z nich moze by¢ interpretowany jako bezwymiarowa sita Eulera,
powodujaca wyboczenie preta. Zmiana sposobu zamocowania przewodu z przegubowego na
utwierdzenie powoduje wzrost warto$ci czgstosci podstawowej oraz obu wartosci krytycznych.

W zakresie predko$ci wigkszych od krytycznej pokazane na rys. 4 wykresy czesto$ci maja
interesujace przebiegi. Uktad liniowy w tym zakresie jest niestabilny, jednak po uwzglednie-
niu nieliniowosci, np. geometrycznych, réwniez w tym zakresie s3 mozliwe drgania o ogra-
niczonych amplitudach.

W celu zorientowania si¢, jakie formy drgan odpowiadaja kolejnym czgstosciom, nale-
zy przeanalizowaé wspotrzedne odpowiednich wektoréw wlasnych. W ogélnym przypadku,
przy uwzglednieniu wptywu tlumienia, zaré6wno wartosci wilasne, jak i wspotrzedne wekto-
réw sg liczbami zespolonymi, najczesciej parami sprzezonymi. Moduty wpotrzenych wekto-
ra wlasnego informuja o amplitudach przemieszczen z; i predkosei Z;,j =1, 2, 3) z wybrana
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czgstoscig w,. Okazuje sig, ze w zakresie predkosci podkrytycznych czgstosci o, odpowiada
wektor z dominujacg wspotrzedna z,, czyli kolejnym czestosciom odpowiadaja kolejne for-
my drgan. W zakresie nadkrytycznym forma drgan jest bardziej ztozona i jest ona przewaznie
kombinacjg pierwszej i drugiej formy drgan.

Przyktadowo, dla podparcia przegubowego (6 = 0,20,)) w zakresie podkrytycznym (dla
U,= 0,5U,)) czgstosci podstawowej o, odpowiadajg nastgpujace wspotczynniki charakte-
ryzujace przemieszczenia: 0,978, 0,018 i 0,004, natomiast w zakresie nadkrytycznym (dla
U, = 1,5U, ) wartosci odpowiednich wspotczynnikow sa rowne: 0,46, 0,514 1 0,026.

Obserwujac wykresy czestosci, mozna zauwazy¢ duzy wptyw sposobu zamocowania na
warto$ci parametrow krytycznych (predkosci i ciSnienia) oraz na warto$¢ czgstosci podsta-
wowej. Sytuacja ulega zmianie po odniesieniu predkosci, ci$nienia oraz czg¢stosci do warto-
$Sci podanych w tabeli 1.

G=0;02;04

Rys. 5. Wptyw predkosci przeptywu U oraz cinienia 6 na czestosci wlasne @, i ®, uktadu dla
trzech typéw zamocowania przewodu (§ = 0,5, d//= 0,008, £ = 0,001)

Fig. 5. The influence of flow velocity U and pressure & on the frequencies @, and ®, for different
types of pipe support (f = 0.5, d//=0.008, £ = 0.001)

Na rys. 5 zostaty przedstawione wykresy, odpowiadajace pokazanym na rysunku 4, ilu-
strujace wptyw parametrow: U =U,/U,, (predkosci) i & =0/6,, (ciSnienia) na zmienne
0, =, /0, (czestosci). Przy takim sposobie prezentacji rezultatéw analizy warto$¢ para-
metru ©,, zwigzanego z czesto$cig podstawowa, w matym stopniu zalezy od sposobu zamo-
cowania koncéw przewodu. Tylko dla predkosci zblizonych do wartosci krytycznych uwi-
dacznia si¢ niewielki wptyw warunkow brzegowych na parametr @,. Sposdb zamocowania
koncow przewodu decyduje o warto$ciach parametru @, (a takze @, ), charakteryzujacych
rozktad kolejnych czgstosci wlasnych.

W dalszej analizie wptywu parametrow uktadu na obszary stabilnosci wykorzystano
wprowadzone parametry: U , 6, 0, oraz parametr & = w/w,, okreslajacy stosunek czestosci
wymuszenia do czgstosci podstawowe;.

Na rys. 6 przedstawiono obszary niestabilnych rozwigzan na plaszczyznie ®-U.
Wykresy sporzadzono dla roéznych wartosci wspolczynnika tlumienia wewnetrznego
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(£=0,0005+0,0025) z uwzglednieniem oporéw przeptywu (przyjeto v =2 x 107), zaktadajac
roézne sposoby zamocowania koncoéw przewodu. Wprowadzono dostatecznie gegsty rOwnom-
ierny podzial plaszczyzny parametrow (najczesciej 400 x 400 punktow). W zaciemnionych
obszarach (kolor najciemniejszy dla £ = 0,0005, kolor najjasniejszy dla £ = 0,0025) roz-
wigzania rownania rézniczkowego (14) sa niestabilne. Gtadko$¢ krzywych ograniczajacych
obszary niestabilno$ci dobrze $wiadczy o doktadnos$ci zastosowanych metod.

Dodatkowo naniesiono wykresy @ =(®d, +®,)// (n,m=1,2,3;1=1,2,...) dla wybra-
nych wartosci n, m, [ (krzywe k), okreslajace zaleznos¢ czgstoSci wymuszenia od kombi-
nacji czgstosci drgan wlasnych. Przebieg krzywych &, zalezy od bezwymiarowej predkosci
przeptywu {J. Dla czestosci wymuszenia, spetniajacej podane wyzej zwigzki powinno za-
chodzi¢ zjawisko rezonansu parametrycznego [9, 12]. Przyktadowo, dla n =m = /=1 mamy
do czynienia z rezonansem podstawowym (& =26, — krzywa k, ), adlan=7=1,m=2
z podstawowym rezonansem kombinowanym (& = &, +®, — krzywa k , ).

8 -
| ) &=
6
LT .
4 km\'
N
Thee
2 T
Ki14 \‘\\\
TR
L e L T

I ¢ -0.0005 I ¢ -o0.001 I ¢ - 0.0015 [ ¢ =0.002 (] ¢=0.0025

Rys. 6. Wplyw tlumienia wewnetrznego na niestabilne obszary; plaszezyzna U — ® (6=0,2,
A4,=03,B=0,5): a) przegubowe podparcie, b) utwierdzenie-przegub, c) obustronne utwierdzenie

Fig. 6. The influence of internal damping on the instability regions; plane U-& (6 =0.2,4,=03,
B =0.5): a) pinned — pinned, b) clamped — pinned, ¢) clamped — clamped

Analizujac rezultaty, pokazane na rys. 6, mozna stwierdzi¢ duze podobienstwa (nieza-
lezne od sposobu zamocowania) w wystegpowaniu obszarow rezonansow parametrycznych,
zwlaszcza dla mniejszych warto$ci czestosci wymuszenia. Pewne roznice ilo§ciowe wynika-
ja tu z roznego rozktadu czestosci whasnych (rys. 5).

W zakresie wyzszych czgstos$ci najbardziej ztozong struktur¢ majg obszary niestabilne
w przypadku obustronnego utwierdzenia (rys. 6¢), co czgsciowo wynika z faktu, ze dla tego
typu zamocowania roznice migdzy bezwymiarowymi Czgstosciami @, (n=1, 2, 3) dla pred-
kosci podkrytycznych sa najmniejsze (rys. 5). W tym zakresie sg widoczne trzy stosunkowo
szerokie obszary rezonans6w parametrycznych. Pierwszy obszar mozna interpretowac jako
podstawowy rezonans parametryczny zwigzany z drugg czestoscig drgan wlasnych (w pobli-
zu krzywej k,, ), w nastgpnych kombinowanych rezonansach uwidacznia si¢ wplyw trzeciej
czgstosci (krzywe k ik, ).

Ze wzrostem thumienia wewnetrznego omawiane obszary wyraznie si¢ zmniejszaja w prze-
ciwienstwie do obszardéw lezacych w zakresie nizszych czgstosci. Z tego powodu — z punktu
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widzenia praktycznego — wazniejszy jest zakres rezonansu podstawowego oraz rezonanséw
typu @ = 2@, /1. Tutaj wyniki badania stabilno$ci w bardzo matym stopniu zaleza od warunkéw
brzegowych, co jest efektem wprowadzenia nowych zmiennych U, & i & . Analizujgc doktad-
niej ten zakres czgsto$ci, mozna si¢ zatem ograniczy¢ do pokazania rezultatow dla jednego typu
warunkow brzegowych, przyktadowo dla przewodu utwierdzonego z obu stron.

Na rys. 7 pokazano obszary niestabilne dla przypadku przewodu utwierdzonego obu-
stronnie, ilustrujace jednocze$nie wpltyw cisnienia na koncu przewodu (rys. 7a) oraz wpltyw
oporéw przeptywu (rys. 7b). Ograniczono si¢ do prezentacji rezonans6w parametrycznych
zwigzanych z cze¢stoscia podstawowa uktadu.

0 0.2 04 ~ 06 0.8 1
U

-0 I -2410°

Rys. 7. Obszary niestabilno$ci; plaszczyzna U — @ (4,= 0,25, =0,5, {=0,001): a) wptyw
ci$nienia (v = 2 X 10-%); b) wptyw opordéw przeptywu (6 = 0,2)

Fig. 7. The instability regions; plane U — @ (4,=0.25,8=0.5,£=0.001): a) influence of pressure
(v=2x10°); b) influence of flow resistance (G = 0.2)

Obszary niestabilne, wyznaczone w oparciu o analiz¢ warto$ci mnoznikéw Floqueta, otacza-
jatukrzywe @ =2®, /.. (I=1,2,3, ...). Ze wzrostem ci$nienia (obszar ciemniejszy) rezonans
parametryczny zachodzi dla nizszych czestosci (poniewaz czgstos¢ podstawowa maleje), a utrata
stabilnosci przez wyboczenie ma miejsce dla mniejszych predkosci przeptywu (predkosé kry-
tyczna maleje). Obszary niestabilne poszerzaja si¢ ze wzrostem $redniej predkosci przeptywu U .

Wptyw oporéw przeptywu jest zblizony do omawianego wczesniej wplywu ci$nienia.
Tylko dla matych predkosci przeptywu parametr vy, zalezny od wspotczynnika lepkosci v,
w mniejszym stopniu wplywa na cze¢stos¢ podstawows uktadu i w zwigzku z tym na podsta-
wowy rezonans parametryczny. Te pewne analogie wynikajg z przyjetej hipotezy, dotyczacej
statosci ci$nienia na koncu przewodu. Przy uwzglednieniu wpltywu lepkosci cieczy jest wy-
magane odpowiednio wyzsze ci$nienie na poczatku przewodu.

Wykresy, pokazane na rys. 8, ilustrujg wptyw tlumienia wewngtrznego w przewodzie na
obszary niestabilno$ci w przestrzeni parametrow: czgsto$¢ @ iamplituda pulsacji 4. Oblicze-
nia przeprowadzono dla: U = 0,5, & =0,2, v =2 x 10°° oraz nastepujacych wartoéci wspot-
czynnika thumienia wewnetrznego: £ = 0,001, 0,002, 0,004, 0,007, 0,01. Liniami przerywanymi
zaznaczono, jak na poprzednich rysunkach, przewidywane wartosci czgstosci rezonansowych.
Na rysunku widoczne sg zakresy kolejnych rezonanséw parametrycznych, a rezonanse o niz-
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szych czgstosciach uwidaczniajg si¢ przy coraz wigkszych amplitudach pulsacji. Zwigkszenie
tlumienia wewngtrznego zmniejsza obszary niestabilnych rozwiazan, przy czym drgania re-
zonansowe s3 mozliwe tylko dla dostatecznie duzych amplitud pulsacji predkosci przeptywu.

B :-0.001 I :=0002 [l c=0004 I c=0.007 ] c=0.01

Rys. 8. Wptyw tlumienia wewngtrznego na obszary niestabilnosci; ptaszczyzna @ —4,,

Fig. 8. The influence of internal damping on the instability regions; plane ® -4,

Z analizy modelu liniowego wynika, ze z rozwigzaniami okresowymi mozna mie¢ do
czynienia tylko na granicach obszaréw stabilnosci. W zakresach stabilnych drgania zanikaja,
a w niestabilnych narastaja one w sposob nieograniczony. W celu zbadania charakteru drgan
mozna zatem analizowac¢ tylko rozwigzania odpowiadajace punktom lezacym na granicach
wyznaczonych obszarow.
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N 0 o 0 A 0 >N 0
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1E-005 1E-005 1E-005 1E-005
01234586 0123456 01234568 01234568
2nf/w 2mf#n 2mf/w 2nfio

Rys. 9. Przebiegi czasowe i widma ([7 =0,5,6=0,2,4,=10,3,{=0,001): a) &= 1,38004,
b) @ =0,59164, ¢) @ = 0,377847, d) ® = 0,277576

Fig. 9. Time histories and spectra ( U=05,6=0.2, A,=0.3,{=0.001): a) ® = 1.38004,
b) ®=0.59164, c) ®=0.377847,d) &=0.277576
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Na rys. 9 przedstawiono rezultaty takich analiz (przebiegi czasowe oraz widma) w czte-
rech wybranych punktach przecigcia prostej poziomej 4, = 0,3 z granicami obszaréw po-
kazanych na rysunku 8. Ustalono warto$ci nastgpujacych parametrow: U = 0,5, & = 0,2,
{ = 0,001, zmieniajgc tylko czesto$¢ pulsacji predkosci. W celu wyznaczenia przebiegow
czasowych catkowano numerycznie rownanie (24) metoda Runge-Kutty ze zmiennym kro-
kiem, natomiast widma uzyskano, wykorzystujac dodatkowo algorytmy FFT. Wykresy spo-
rzgdzono dla predkosci v, obliczonej w punkcie oddalonym o /4 dtugo$ci przewodu od punk-
tu jego zamocowania z uwagi na fakt, ze w punkcie tym uwidacznia si¢ wptyw wszystkich
badanych form drgan (czyli zmiennych z, z, i z,).

Drgania na granicy podstawowego rezonansu parametrycznego (rys. 9a) maja charakter
drgan podharmonicznych drugiego rzgdu, tzn czesto$é drgan jest rowna potowie czgstosci
wymuszenia. Interesujacym jest tu fakt, ze w sygnale obserwuje si¢ tylko nieparzyste harmo-
niczne (odlegtos¢ migdzy pikami widma jest réwna czestosci pulsacji).

W kolejnym punkcie, lezacym na granicy drugiego obszaru (rys. 9b) drgania majg cha-
rakter sygnatu poliharmonicznego o czestosci rownej czgstosci wymuszenia.

Analiza kolejnych rezultatoéw (rys. 9¢c, 9d) pozwala na pewne uogolnienie wyciagnig-
tych wnioskow. W kolejnych rezonansach obserwuje si¢ na przemian drgania 27-okresowe
i okresowe, zawierajace odpowiednio nieparzyste harmoniczne oraz wszystkie harmoniczne.

[ Ju=03 MM uU=04 HMU=05

Rys. 10. Wptyw predkosci przeptywu na obszary niestabilnosci; ptaszczyzna 6 - @ (4,= 0,25,
B=0,5v=2x10°=0,001): a) podparcie przegubowe, b) utwierdzenie-przegub, c) obustronne
utwierdzenie

Fig. 10. The influence of flow velocity on the instability regions; plane 6 —® (4,=0.25, 3 = 0.5,
v=2x10° {=0.001): a) pinned—pinned, b) clamped-pinned, ¢) clamped—clamped

Na rysunku 10 przedstawiono wyniki analizy stabilnosci na plaszczyznie 6— ® dla trzech
wartoéci predkosci przeptywu (U =0.3, 0,4, 0,5). Ze wzrostem predkosci przeptywu wzrasta
prawdopodobienstwo wystapienia zjawiska rezonansu kombinowanego (obszary ciemniejsze
w zakresie wyzszych czestosci wymuszen), a utrata stabilno$ci przez wyboczenie zachodzi dla
nizszych wartosci ci$nienia G . Jest to wiec potwierdzenie wezesniejszych wnioskow. Tu rowniez,
tak jak poprzednio, w zakresie czestosci mniejszych od 20, trudno jest zaobserwowaé znaczace
réznice dla réznych typow warunkow brzegowych. Ten zakres czgstosci zostanie omowiony dalej
w sposob konsekwentny na przyktadzie przewodu o utwierdzonych obu koncach.
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Rys. 11. Obszary niestabilno$ci; plaszezyzna 6 —® (U =0,5,v=2x 105, {=0,001): a) wplyw
amplitudy predkosci (B = 0,5), b) wptyw parametru 3 (4,,= 0,2)

Fig. 11. The instability regions; plane 6—® (U =0.5,v=2x 10, { = 0.001): a) influence of flow
pulsation amplitude (§ = 0.5), b) influence of parameter 3 (4,,=0.2)

Obszary niestabilno$ci, przedstawione na rysunku 11, ilustruja wptyw amplitudy pulsacji
(rys. 1ladlad4,=0,1,4,=02i4,=0,4)iwspotczynnika B, charakteryzujacego stosunek
masy cieczy do masy calkowitej (rys. 11bdla=0,2,3=0,51 =0,8). Na rysunkach zazna-
czono zalezno$¢ czestosci wymuszenia od cis$nienia, dla ktorej powinno wystapi¢ zjawisko
rezonansu parametrycznego (krzywe k). Zwickszenie amplitudy pulsacji powoduje po-
szerzenie obszaru niestabilnego. Powyzej cisnienia krytycznego nastgpuje utrata stabilnosci
przez wyboczenie.

Ze wzrostem warto$ci parametru [ obszary rezonansu parametrycznego przesuwaja si¢
w kierunku nizszych czestosci (ciemniejsze obszary), rownoczesnie utrata stabilnosci przez
wyboczenie zachodzi dla mniejszych warto$ci ci$nien, poszerzaja si¢ tez niepokazane tu za-
kresy rezonanséw kombinowanych.

Interesujacy przypadek z punktu widzenia poznawczego mozna zaobserwowac na rys.
11a dla duzych amplitud pulsacji predkosci przeptywu (najciemniejszy obszar). Obszar pod-
stawowego rezonansu parametrycznego zostaje lekko znieksztatcony, co jest skutkiem wply-

wu lezacego w poblizu obszaru rezonansu kombinowanego (krzywa k , ,).

7. Whnioski

Z analizy przedstawionych wynikow mozna wyciggna¢ nast¢pujace wnioski:

— Warto$¢ czgstosci podstawowej uktadu silnie zalezy od predkosci przeptywu cieczy oraz
od ci$nienia na koncu przewodu, zwickszanie tych parametrow powoduje w zakresie pod-
krytycznym zmniejszanie warto$ci czgstosci wlasne;.

— Efektem zmiany sposobu podparcia z przegubowego na utwierdzony jest wzrost wartosci
czestosci wlasnej uktadu oraz wzrost wartosci krytycznych predkoscei i ci$nienia.
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— Dla ci$nienia oraz predkosci przeptywu, mniejszych od odpowiednich wartosci kry-
tycznych, w uktadzie moze wystapi¢ zjawisko rezonansu parametrycznego. Najwigkszy
wplyw na zakresy tego rezonansu maja, oprocz predkosci i ci$nienia, amplituda i czgstos§¢
pulsacji oraz thumienie wewngtrzne. Ze wzrostem $redniej predkosci przeplywu oraz ci-
$nienia na koncu przewodu zakresy niestabilne poszerzaja si¢, rOwnoczesnie przesuwajac
w kierunku nizszych czgstosci.

— Warunki brzegowe w sposob istotny wplywaja zarowno ma wartosci czgstosci wlasnych,
jak rowniez na zakresy rezonansu parametrycznego. Pomimo tego faktu rezultaty prze-
prowadzonych analiz s3 w sensie jakoSciowym podobne, a po wprowadzeniu nowych
parametrow (odniesionych do krytycznych) takze w sensie ilosciowym sa one zblizone do
siebie, zwlaszcza w zakresie podstawowego rezonansu parametrycznego.

— Proponowana metoda badania stabilno$ci, bazujaca na teorii Floqueta, jest bardzo efek-
tywna. Poniewaz w celu wyznaczenia mnoznikow Floqueta nalezy scatkowa¢ numerycz-
nie macierzowe rownanie (39) tylko w jednym okresie, mozna zatem w relatywnie krot-
kim czasie dokonywac¢ analiz jako$ciowych.

— W celu zbadania charakteru rozwigzan w zakresach niestabilnych nalezy podda¢ anali-
zie model nieliniowy, np. uwzgledniajacy geometryczne nieliniowosci. W takiej analizie,
prowadzonej metoda Galerkina, powinny by¢ przydatne wprowadzone wielomiany orto-
gonalne.

— Rezultaty analiz numerycznych moga by¢ podstawa doboru parametréw uktadu hydrau-
licznego w planowanym eksperymencie.
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