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Streszczenie

Celem niniejszego artykutu jest sformulowanie rownan opisujacych interakcje ruchomych
obciazen inercyjnych pieszych i rowerzystow z ktadka dla pieszych. Uwzgledniono rowniez
poduktad masowych ttumikéw drgan. Zastosowano podejscie substructure. W pierwszym eta-
pie przedstawiono rownania ruchu wszystkich rodzajow poduktadow wchodzacych w interak-
cje. Przedstawiono podstawowe zaleznosci macierzowe opisujace interakcje tych ciat z pomo-
stem ktadki. Pokazane zaleznosci pozwalaja analizowa¢ odpowiedz konstrukcji przy jedno-
czesnym uwzglednieniu dziatania sit zmiennych w czasie i przestrzeni, ruchomych obciazen
inercyjnych, dziatania masowych thumikéw drgan, oddziatywan kinematycznych.
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masowe ttumiki drgan

Abstract

The aim of the paper is formulation of equations expressing interaction among moving inertial
loads of pedestrians and cyclists and a footbridge. The equations of motion of all interacting
structures was shown. The fundamental matrices relations representing the interaction of all
substructures and a deck was presented. The shown formulas allow to analysis of responses of
structures with simultaneous excitations of forces changing in time and space, inertial moving
loads, tuned mass dampers and kinematic excitations.
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1. Wstep

Dynamika mostow dla pieszych pozostaje ciagle przedmiotem badan teoretycznych i do-
$wiadczalnych. Drgania tych konstrukcji wywotane sa przede wszystkim ruchem uzytkow-
nikéw (pojedynczych pieszych, thumem pieszych, rowerzystow itp.) oraz dziataniem wiatru.
Zadaniem projektanta jest takie zaprojektowanie konstrukeji, aby ograniczy¢ poziom drgan
i spetni¢ kryteria komfortu uzytkowania. Mozna to osiagna¢ przez modyfikacj¢ uktadu nos-
nego (ksztalt, sztywnos¢, podparcia, rozktad mas) lub/i poprzez uzycie masowych thumikow
drgan (Tuned Mass Dampers — TMDs) [5].

Zagadnienie analizy dynamicznej ktadek przy wymuszeniu uzytkowym staje si¢ aktual-
ne, jesli wezmiemy pod uwage wspodtczesne trendy architektury preferujace lekkie, czgsto
geometrycznie wyrafinowane uktady no$ne. Wymagania architektoniczne powoduja, ze swo-
boda lokalizacji TMDs jest ograniczona. W przypadku lekkich uktadow nosnych, dodatkowe
komplikacje wynikaja z faktu, Zze poruszajace si¢ obciazenie (thum pieszych), oddziatujac na
konstrukeje nie tylko jako poruszajacy sig zestaw sit zmiennych w czasie i przestrzeni, ale
takze poprzez zmiang rozmieszczenia masy, moze prowadzi¢ do przestrojenia czgstotliwosci
drgan wilasnych ustroju. Zmiana tych czgstotliwosci istotnie obniza skuteczno$¢ zastosowa-
nych TMDs [5, 6].

Dlatego tez juz na etapie projektowania nalezy wyznaczy¢ odpowiedz dynamiczna
ktadki przy ruchomym wymuszeniu inercyjnym. W przypadku lekkich konstrukcji kta-
dek modelowanie pieszych i ich ruchu jako zbioru sit zmiennych w czasie i przestrzeni
oddziatujacych na pomost moze by¢ niewystarczajace [23]. W takich konstrukcjach bar-
dziej miarodajne jest modelowanie pieszych i/lub rowerzystow jako ruchome obciazenie
inercyjne' [3].

Celem niniejszego artykutu jest teoretyczne sformutowanie réwnan ruchu uktadu
ztozonego z wielu cial. W pierwszym etapie przedstawiono réwnania ruchu wszystkich
rodzajow poduktadow wchodzacych w interakeje, tj. ktadki dla pieszych, pieszego (zbio-
ru pieszych), rowerzystéw, zespotu thumikow masowych. Wyprowadzono podstawowe
zalezno$ci macierzowe opisujace interakcje tych cial z pomostem ktadki. Zaleznos$ci te
prowadza do finalnego uktadu réwnan ruchu. Rozwiazanie tego uktadu umozliwia uzyska-
nie przemieszczen, predkosci i przyspieszen modelowanych elementéw; ponadto mozna
okresli¢ wielkosci sit interakcji pomigdzy ciatami oraz sit reakcji samej konstrukceji ktadki
na podpory. Otrzymane wielko$ci moga zosta¢ porownane np. z dopuszczalnymi warun-
kami komfortu uzytkowania, a takze moga zosta¢ uzyte w samym procesie projektowania
np. do optymalnego rozmieszczenia TMDs oraz wyliczenia najlepszych parametrow tych
urzadzen.

' Nalezy zaznaczy¢, ze wlaczenie do analizy modeli rowerow (rowerzysty) jest jedynie uzupelieniem
podstawowego obciazenia jakim sa piesi (ttum). Z punktu widzenia praktycznego, obciazenie rowe-
rzystami jest drugorzedne (mato znaczace) — poza wyjatkowymi sytuacjami przejazdu licznych grup
rowerzystow (np. peletonu) przez ktadke — jednak wowczas nie analizuje si¢ warunkéw komfortu
uzytkowania [1, 11].
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2. Podstruktury ukladu

Na rys. 1 przedstawiono schemat rozwazanej konstrukcji z wyrdéznionymi poduktada-
mi. Na ktadke reprezentowana przez macierze M, C, K, oddziatuja: inercyjne obciazenia
ruchome pieszych reprezentowane przez macierze M, C,, K_; roweréw — reprezentowane
przez macierze M, C,, K,. Ponadto do konstrukcji dotaczono zesp6t TMDs reprezentowa-
ny przez macierze M, C_, K, gdzie kazdy i-ty TMD modelowano trzema parametrami k.,
c,, m. Kolejne grupy wymienionych macierzy reprezentuja wyréznione poduktady.

ruchome obcigzenia

ruchome obcigzenia
piesi M,, C,, K,

warunki
brzegowe

Rys. 1. Schemat konstrukcji z wyréznionymi poduktadami

Fig. 1. General object structure with depicted substructures

Model uwzgledniajacy interakcje pomigdzy wszystkimi rodzajami ruchomych obiektow
powstaje po wyrdznieniu zewngtrznych i wewngtrznych stopni swobody ciat i przy zalozeniu
zgodnosci przemieszezen zewngtrznych stopni swobody ruchomych modeli z przemieszcze-
niami odpowiednich stopni swobody pomostu ktadki (wigzy idealne i dwustronne) — rys. 2.
Zastosowano tu podejscie substructure, w ktorym oddzielnie buduje si¢ modele obiektow
wchodzacych w interakcjg, a nastgpnie poprzez warunki zgodnosci przemieszczen i wzajem-
nosci oddziatywania, buduje si¢ ostateczny uktad rownan ruchu catego, ztozonego systemu
—w tym uktadzie nie wystgpuja juz zewngtrzne stopnie swobody wyréznionych poduktadow
[2-4, 17]. W modelu koncowym mozliwa jest analiza ruchu wszystkich elementow sktado-
wych zlozonego uktadu: ktadka—inercyjne modele ruchome — TMDs. Praca podejmujaca po-
dobny fizycznie temat jest [16], w ktorej analizowano dynamikg belkowych mostow kolejo-
wych obcigzonych pociagami szybkobieznymi. Wyprowadzono tam zaleznosci macierzowe
ukierunkowane na obliczenia numeryczne.

Lokomocjg pieszych czy rowerdw po pomoscie ktadki opisuje si¢ innymi prawami — naj-
czgs$ciej nie sprzgzonymi z ruchem pomostu. Przez lokomocjg rozumie si¢ tu ruch translacyjny
(poruszanie si¢) pieszego (roweru). Skutkiem tego ruchu jest zmiana potozenia pieszego (ro-
weru) odniesiona do lokalnego uktadu wspolrzednych zwiazanego z pomostem ktadki, tym
samym wigzy, tj. warunki zgodno$ci przemieszczen odpowiednich poduktadow, sa zalezne od
czasu. Termin lokomocja wprowadza si¢ w celu odréznienia go od ruchu pieszego (roweru)
rozumianego jako przemieszczanie si¢ mas bgdacych sktadnikami ich wtasnego modelu dy-
namicznego. W najprostszym ujeciu lokomocj¢ pieszych (rowerzystow) mozna opisaé jako
zalezno$¢ pokonywanej drogi od czasu w ustalonym, nieruchomym uktadzie odniesienia
(€, n) zwiazanym z pomostem kladki w konfiguracji rownowagi statycznej. Tak rozumiany

Publikacja objeta jest prawem autorskim. Wszelkie prawa zastrzezone. Kopiowanie i rozpowszechnianie zabronione.
Publikacja przeznaczona jedynie dla klientéw indywidualnych. Zakaz rozpowszechniania i udostepniania w serwisach bibliotecznych.
http://www.ejournals.eu/Czasopismo-Techniczne/



6

ruch wszystkich poduktadéw opisuje si¢ jak w klasycznym MES: globalny uktad wspolrzed-
nych jest nieruchomy (inercjalny), za$ lokalne uktady wspoirzednych elementéw skonczo-
nych sa uktadami ruchomymi, nieinercjalnymi [18]. Ostatecznie lokomocja pieszych (rowe-
réw) po pomoscie ktadki powoduje, ze uktad posiada zmienna konfiguracjg.

Rys. 2. Podzial uktadu na poduktady z wyrdznionymi sitami zewngtrznymi

Fig. 2. Division of general system into subsystems with depicted external forces
Finalny model pozostaje liniowy — opisany jest macierzami M(?), C(f), K(7), ktore sa
niestacjonarne i w ogolnym przypadku niesymetryczne.
3. Poduklad kladki dla pieszych
Dynamike ktadki dla pieszych opisano rownaniem (1) — zob. rys. 3:
M X (1) + Cox (1) + Kx4(t) = F (1) + R (1) +F.(t) + Fo (1) + F,(7) (1)
gdzie: przemieszczenia konstrukcji — wektor x(£) — rozdzielono na wewngtrzne stopnie swo-

body x (¢) i zewngtrzne x,(f) zwiazane z brzegiem (podporami). Podobnie rozdzielono sity
odpowiadajace poszczegdlnym stopniom swobody:

f 0 f f f
XS — Xs , FS — s , RS — , FT — Ts , FP — Ps , FB — Bs (2)
X, f, -R, f, £ L
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Wektor F — to sily dzialajace na ktadkg (statyczne i dynamiczne obciazenia np.: wiatr, $nieg,
obciazenia technologiczne itp.), wektor R, to reakcje podpor kfadki, wektor F, oznacza sity
interakcji pomigdzy ktadka a zbiorem TMDs, wektory F,, F, oznaczaja sity interakcji pomig-
dzy ktadka a uktadami inercyjnymi odpowiednio zbioru pieszych i roweréw poruszajacymi
sig po kfadce (rys. 3). Konsekwentnie podziatowi ulegaja macierze M, C,, K reprezentujace
konstrukcjg — wzor (3), przy czym: M, — oznacza macierz bezwtadnosci, C; — macierz thu-
mienia, a K — macierz sztywnosci ktadki.

-

I l‘_

= =
(-] Mg

=

Rys. 3. Sily oddziatujace na konstrukcje ktadki

Fig. 3. Forces acting on a footbridge

M |:Mss Msb:| C |:Css Csbi| K |:Kss Ksb:| . ( ) ( )T (3)
= 3 = , = 1 (@ s [ ] s
g Mbs Mbb g Cbs Cbb g Kbs Kbb ’ ’

Wymienione macierze sa symetryczne, stacjonarne, a podmacierz K _ jest dodatnio okres-
lona. Tak og6lny sposob reprezentacji uktadu (1) moze by¢ wynikiem zastosowania metody
elementow skonczonych (MES). Dodatkowo pozwala on na analizg konstrukeji przy wymu-
szeniach kinematycznych, tj. przy x,(#) # 0 (osiadania lub wptywy sejsmiczne). Po uwzgled-
nieniu w (1) zaleznosci (2) (3) oraz rozwinigciu mozna zapisac:

Mssis +CssXs +Kssxs = fs +fTs +fPs +st _Qb
Q, =M;X, +C,x, +K X,
Qs = Mbsis + Cbsxs + Kbsxs (4)

Q, =M,x, +C,x, +K;x,
R, =1, +f, +f,, +f;, -Q, -Q,

gdzie pierwsze rownanie opisuje ruch wewngtrznych stopni swobody ktadki — niewiadomymi
sa przemieszczenia X_i ich pochodne wzgledem ¢, ostatnie rownanie pozwala obliczy¢ reakcje
podporowe R,. Oba réwnania zawieraja sily interakcji z pozostatymi obiektami poruszajacy-
mi si¢ po pomoscie, a celem dalszych analitycznych wyliczen jest podstawienie tych sit do
wzoru (4), po wezesniejszym ich wyliczeniu z rownan odpowiednich poduktadow.
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4. Réwnania ruchu i lokomocji obcigzen inercyjnych na kladkach dla pieszych
4.1. Poduktad thumu

4.1.1. Réwnania ruchu poduktadu thumu
Roéwnanie ruchu poduktadu thumu jako obciazenia inercyjnego mozna zapisa¢ w postaci
réwnania (5):

M, X, () +C, X, () + K x,(1) =P, () +R,(?) (%)

gdzie: przemieszczenia rozwazanego poduktadu — wektor x,(#) — rozdzielono na wewngtrzne
stopnie swobody poduktadu xp(t) i zewngtrzne X ’ (f) zwiazane ze stopami pojedynczych pie-
szych — w miejscach ich kontaktu z pomostem ktadki zapisuje si¢ warunki zgodnosci prze-
mieszczen. Analogicznie do (2) dokonano rozdziatu zmiennych:

_| ¥ P, = Py R, = 0 (6)
X, = = =
o X, ° & P, Q. —Rf

oraz konsekwentnie (jak w (3)) rozdzielono macierze:

M M ., C C. K K
MP :|: p n/j|’ CP :|: p n/:|, KP |: pp " pf } i ( )p/ (.);p (7)
M, M, CpCy K, K '

Wymienione macierze sa symetryczne, stacjonarne, a podmacierz K, jest dodatnio okreslo-
na. Po uwzglednieniu w (5) zaleznosci (6) (7) oraz rozwinigciu mozna zapisac:

M, x, +C, x, +K x —pp—Qf

P P

Q =M x/+Cpfx +Kp/x
Qp:Mﬁ,x +C,x, +K, x,

wXp (8)
Q, =M%, +C,x, +K,x,
f _Qp _Qf

gdzie pierwsze rownanie macierzowe opisuje ruch wewngtrznych stopni swobody mode-
lu dynamicznego poduktadu thumu — niewiadomymi sa przemieszczenia X, i ich pochodne
wzgledem ¢, ostatnie rdwnanie pozwala obliczy¢ reakcje R, odd21a%ywan1a stop pieszych
w miejscach ich kontaktu z pomostem. Oba rdwnania zaw1erajq przemieszczenia stop X, i ich
pochodne, ktore sa zwiazane ze stopniami swobody ktadki x; poprzez macierz transformacp
Z zalezng od zmiennego w czasie potozenia (lokomoc;ji) t%umu odniesionego do lokalnego
uktadu wspotrzednych zwiazanego z pomostem ktadki:

X, (1) = Z[&(1),n(1)] x5 () ©)
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Z kolei sity interakcji zaleza od macierzy Z:

F,()=Z"[§0.n(0]R (1) (10)

Obie relacje (9) (10) opisuja zgodnos$¢ przemieszczen i sit w punkcie kontaktu poduktadu
z konstrukcja. Wystgpujace w (8) absolutne pochodne przemieszczen X, dane sa wzorami:

X, =7x, +7x,, X, =7x, +27%, + 7, 11

Przedstawione rownanie (5) jest formuta, do ktorej mozna sprowadzi¢ caty poduktad thi-
mu zfozony z L pieszych oraz pozostaje w mocy takze dla kazdego pojedynczego pieszego.

Zatozmy, ze dla kazdego n-tego pieszego sa znane sktadowe aktualnego potozenia
€.,1(®), M1 () odniesionego do lokalnego ukladu wspotrzednych zwiazanego z pomostem oraz
aktualne predkosci lokomocji f;[n] ), T'][n] (¢). Predkosci oraz potozenia sa wyliczone z rozwia-
zania odrgbnych roéwnan lokomocji poduktadu thumu (zob. rozdz. 4.1.2).

Rownanie ruchu poruszajacego si¢ po pomoscie n-tego pieszego analogicznie do (5)
mozna zapisac:

M, % i+ CopnX o + KXoy = Popy + Ry V=100 L, (12)

Majac na uwadze wzory (6) (7), wprowadza si¢ nastepujace uporzadkowanie zmiennych:

Xpmn | 1, X |1, Ry |4,
_| . _| . _| . 13
X, : 2 pln] > : 2 /a1 > : Z 1) (13)
Xz, X1z, Rf[L,,]

We wzorze (13) wielkosci N, oraz N oznaczaja odpowiednio liczby zewnetrznych

i wewngtrznych stopni swobody n-tego pieszego — w ogo6lnosci moze zachodzic:

v #N,,,oraz N

pim1 % Nyt

m#n, N/‘["l

Ponadto dla kazdego n-tego pieszego znana jest macierz transformacji Z, , a takze relacje
zgodno$ci przemieszczen i reakcji:

X1y (0) = Zyyy [ €y (0, () ] X5 (), By () =Z(, R, (14)
gdzie uwzgledniajac (13), mozna zapisac:
V4 Z Z

(1 fI1] Jol1]
X f Z,, .. L
x, = o Ixe=| E [ s:|’ F, :[ Psi|:|:Z‘,f[1] Zf[Lp]}Rf (15)
7z ) Xy fp, b1t i)

Z,, e Loy
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W powyzszym wzorze (15) ujawnia si¢ struktura macierzy Z z réwnan (9) (10), przy
czym Z gy =Zyy,, 0vz L =7 . n=1,.,L . Wobec tego odpowiednio prawdziwe
sa dla kazdego n-tego pieszego ponizsze wzory (analogicznie do (11)):

X = Z[n]xs + Z[n]xs, X = Z[n]xs + 2Z[n]xs + Z[n]xs (16)

gdzie (zob. wzor (14)):
2, =Zy,ye, S+ Loy, N A7)

- ) . . ) )
2, =Zpye e St 2200 0 S * Zoyn, i, Mon + Zoave,, Son Ly, T (18)

przy czym:
0Z,, 0°Z,,, 0Z,,,
Ly, = o Brg g, T ae2 0 Py, T
oG, 0k, "oy, (19)
0’Z 0°Z

Z _ [n] _ [n]
(Y 2 [ &My —
1) an[n] (1)) ag[n]an[n]

Przy tak dokonanym rozdziale zmiennych w (13) poszczegolne podmacierze macierzy
sztywnos$ci K, w (7) wyrazaja sig wzorami:

Kpp[l] 0 K.{f[l] 0
K,=| + =~ & [ Kg=l + =~ (20)
0 - K, 0 - Ky,
Ky 0
Kpf = ’ Kpf =K;P (21)
0 - Ky,

Analogicznie zbudowane sa podmacierze macierzy tlumienia C, i bezwtadnosci M
poduktadu thumu — wzor (7).

P

4.1.2. Réwnania lokomocji thumu

Odrgbnej dyskusji wymaga opis lokomocji pieszych po moscie. Mozna tu wyr6zni¢ dwa
ogolne podejscia. Pierwsze polega na opisie lokomocji thumu rownaniami przeptywu, w kto-
rych gesto$¢ masy (dla klasycznego sformutowania) zastgpuje gestosé thumu (lub ggstosci
kilku strumieni pieszych). Réwnania przeplywu w tym podej$ciu modyfikowane sa odpo-
wiednimi funkcjami i wspoétczynnikami m.in. maksymalna dopuszczalng gestoscia thumu,
maksymalna predkoscia, czy wspotczynnikiem wrazliwo$ci z uwagi na cel podrozy? [10,
14]. Nalezy sformutowaé tez warunki poczatkowo-brzegowe. W bardziej zaawansowanych
modelach wprowadza si¢ funkcje modyfikujace zachowanie si¢ strumieni pieszych z uwagi

2 Zwykle jest to przeciwna strona ktadki, np. po drugiej stronie rzeki lub przekraczanej przeszkody.
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na uwarunkowania psychofizyczne i socjologiczne [15]. Jednakze w tym podejsciu istnieje
trudnos$¢ z wprowadzeniem do analizy indywidualnego pieszego.

Drugi sposob opisu lokomocji thumu polega na sformutowaniu prawa lokomocji kazdego
indywidualnego pieszego (zwanego agentem) — prawa uwzgledniajacego interakcjg pieszego
ze zmiennym Srodowiskiem zewngtrznym oraz wprowadzajacego indywidualne cechy kazde-
go osobnika, takie jak: uwarunkowania psychofizyczne, socjologiczne, odpornos$¢ na panike
itp. Do uwarunkowan zewngtrznych srodowiska naleza: inni piesi tworzacy tham, zbior geome-
trycznych ograniczen lokomocji (np. przeszkody, bariery) oraz mozliwe drogi wejscia i wyjscia
z analizowanego obszaru lokomocji. W tym zakresie dobrze opracowanym modelem thumu
jest HIDAC (High—Density Autonomous Crowds) [20, 21], w ktorym wszystkie wymienione
wczesniej czynniki moga by¢ zmienne w czasie i przestrzeni, tworzac tym samym zmienne
srodowisko, w ktorym porusza si¢ pieszy i wchodzac z nim w interakcje, np. unikajac kolizji,
reagujac na omijanych i wyprzedzanych przechodniow, dynamicznie zmieniaja predkosc i kie-
runek lokomocji, dostosowujac si¢ do aktualnej sytuacji w bliskim otoczeniu.

Model HiDAC jest jednym z najbardziej rozbudowanych i jednocze$nie najchgtniej sto-
sowanych opisow zachowania si¢ thumu?®, a w kontek$cie omawianej problematyki interakcji
pieszego z konstrukcja — istnieje w nim naturalna mozliwo$¢ analizy oddzielnie kazdego
n-tego pieszego. Kolejna dogodnoscia modelu HIDAC jest operowanie terminologia zblizo-
na do stosowanej w dynamice czastek oraz formalizmem rownan stanu jak w klasycznych
systemach dynamicznych. Przy czym analogiem czastki jest tu pieszy, a interakcje ze $rodo-
wiskiem sa modelowane jako ,,sity”*. Pelny opis modelu HIDAC wykracza poza cel i zakres
niniejszego artykutu, niemniej podano nizej podstawowe dwa rownania stanu z pobieznym
ich wyjasnieniem®. Zapis rownan stanu modelu HiDAC przedstawiono tu w formie zaczerp-
nigtej z [20]. Pierwszym rownaniem jest bilans oddzialywan na n-tego pieszego w aktualnym
k-tym kroku czasowym:

K () = K5 (e = 1)+ w0 () + it D (k) +
Ob FOb k Ot FOt k l (22)
i DL R+ ul Y K (k)
J [r)(#[n])
gdzie:

F[f] — kierunek (wektor) oddziatywania na pieszego,
F[;‘; — ,sita przyciagania” do aktualnego celu lokomocji (moze on by¢ zmienny),
F’ — sita unikania” od i-tej $ciany lub barierki,

i[n]

Zastosowanie modelu HIDAC wykracza znacznie poza prezentowana tu tematyke lokomocji. Shuzy m.in.
do symulacji i badania zjawiska paniki oraz jego narastania w tlumie; znajdywania najlepszych drog
ewakuacji w rozmaitych warunkach ekstremalnych (r6zna gestos¢ thumu, warunki pozaru, zamachy ter-
rorystyczne itp.); symulacji lokomocji pieszych w sklepach, galeriach, obiektach przemystowych itp.
Nie nalezy ich rozumie¢ w sensie fizycznej sity mierzonej w niutonach, w szczegdlnosci nie zachodzi
tu relacja wzajemnosci jak w 111 zasadzie dynamiki. Dlatego w opisie prezentowanych tu wzoréw
stowo sity wzigto w cudzystow.

Pelne sformutowanie i opis modelu HIDAC mozna znalez¢é w cytowanej tu literaturze oraz dodatko-
wo w [19, 22].
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F;EZ] — ,sita unikania” od j-tej przeszkody (np. stojace przedmioty lub tymczasowe
utrudnienia ruchu natury geometrycznej),
— sity unikania” od r-tego pieszego, ktory znalazt si¢ w zdefiniowanym ob-
szarze interakcji z n-tym pieszym.

Ot
F["]["]

Uwidocznione wspétezynniki wj,;; okreslajace udziat poszczegolnych oddziatywan w ca-
lej sumie (22) maja warto$ci losowe z zakresu ustalonego empirycznie.

Drugie réwnanie okresla nowe potozenie n-tego pieszego:

P (k+D)= Py (k) +

0 a D (23)
0l () [V CO{[ 1= By () 85 () + By ()R (O}AT + Ry, (K)
gdzie:
Py = [i[,,m[,,]J —  potozenie pieszego,
Vi = [é[n]ﬁ[n]] —  predkos¢ pieszego,
f ~  wersor wektora F_,
F[f? — ,,sily unikania” od lezacego pieszego, ktory znalazt si¢ w zde-
finlowanym obszarze interakcji,
o, —  wspolczynnik empiryczny,
B[n] —  priorytet omijania lezacego pieszego,
f{[n] — ,sily odpychania” od przeszkod i innych pieszych bezposred-
nio wplywajace na zmiang potozenia:
D . D Wa D Ob D O
Ry, (k)= YR (0)+ Y RT () +1 > Ry, (k)
. i j [FInD)
gdzie:
RWa
in — ,,sily odpychania” od i-tej Sciany,
» Ob
Rjm  _ ,,sity odpychania” od j-tej przeszkody.
R[Ort][n] — ,.sity odpychania” od r-tego pieszego, ktory znalazt si¢ w zdefiniowanym
obszarze interakcji z n-tym pieszym,
A —  wspotczynnik empiryczny.
W cytowanych pracach podano dalsze wzory na pozostate wielkos$ci, ktorych tu nie
pokazano.

Jak mozna zauwazy¢, w prezentowanym modelu pozostaje swoboda do wprowadzenia
np. sprzezenia pomig¢dzy ruchem pomostu ktadki a rownaniami stanu opisujacymi lokomo-
cje — taka zaleznos¢ jest obserwowana w rzeczywistych konstrukcjach ktadek dla pieszych,
ktére doznaja zauwazalnych, nieckomfortowych drgan [1].

Model HiDAC jest zestawem réwnan, ktdrego rozwiazanie mozna tatwo zrownoleglic.
W prezentowanym sformutowaniu moze by¢ analizowany niezalezne od réwnan ruchu
konstrukeji i modeli inercyjnych. Rezultatem obliczen sa potozenia i predkosci lokomocji
kazdego pieszego w czasie, odniesione do pomostu ktadki — co jest podstawa wyznaczenia
macierzy transformacji Z,,
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4.1.3. Uproszczone modele dynamicznego pieszego

Zagadnienie modelowania dynamiki ciata ludzkiego (réwniez podczas marszu) jest zto-
zonym, interdyscyplinarnym zadaniem analitycznym. Z reguly takie modele dynamicznie
shuza do wyznaczenia sit dziatajacych na modelowane czg¢sci ciata. Moga by¢ tez podsta-
wa tworzenia modeli ortopedycznych, czy robotow humanoidalnych z uktadami sterowania.
Niestety autor nie napotkal publikacji dotyczacej modelu dynamicznego cztowieka, opraco-
wanego w celu odtworzenia sit dziatajacych na podloze podczas marszu, z jednoczesnym
zachowaniem bogatej kinematyki ruchu pieszego — ciekawa praca w tym zakresie jest [25],
ktéra jednak ma ograniczone zastosowanie z uwagi na niewielkie mozliwosci sterowania pa-
rametrami lokomocji. Model taki (przez analogi¢ do innych wymienionych modeli) musiat-
by by¢ niestacjonarny i nieliniowy (macierze bezwtadnosci, thumienia i sztywno$ci zalezne
od aktualnej konfiguracji ciala i od czasu) ze ztozona kinematyka i sterowaniem. Dlatego
tez, z uwagi na komplikacj¢ wymienionych modeli, do opisu interakcji konstrukcja-pieszy
stosuje si¢ najprostsze modele ciata ludzkiego, uzupehiajac je empirycznie pomierzonymi
warto$ciami sit oddzialywania stop na nieruchome, ptaskie powierzchnie pomostow. W tym
zakresie mozna wymienié¢ prace [7, 8, 9, 24, 27] oraz obszerna pracg przegladowa [1].

Najczesciej zaktada sig, ze:

1) kontakt pieszego z pomostem odbywa si¢ w jednym punkcie, ktory jest rzutem $rod-
ka cigzkosci pieszego na powierzchni¢ pomostu; kierunek rzutowania jest przestrzennie
ustalony i zgodny z kierunkiem oraz zwrotem dzialania przyspieszenia ziemskiego (sity
cigzkosci),

2) kontakt jest idealny i dwustronny. Potozenie punktu kontaktu jest zmienne — zgodnie z row-
naniem lokomocji pieszego. W ten sposob zaniedbuje si¢ fakt, ze rzeczywisty kontakt pie-
szego z pomostem jest bardzo ztozonym zjawiskiem i odbywa si¢ naprzemiennie prawa lub
lewa noga, lub obiema nogami jednoczes$nie w zaleznosci od fazy stawianego kroku.
Przedstawione tu modele pieszego sa liniowe, stacjonarne i nie uwzgledniaja sprz¢zenia

ruchu pomostu z parametrami mechanicznymi modelu ciala oraz z prawem lokomocji. To

ostatnie sprz¢zenie, gdyby byto analizowane, musiatoby si¢ objawia¢ (w najprostszym przy-

padku) zaleznoscia macierzy transformacji Z,,, od predkosci drgan konstrukeji x([1, 5, 7].

Maska skupiona

Najprostszym modelem dynamicznym pieszego jest masa skupiona (rys. 4). Zaktada sig,
ze cala masa pieszego skupiona jest w jednym punkcie kontaktu pieszego z pomostem. Przy
przyjetych zalozeniach uzyskuje si¢ jedynie efekt ruchomej masy, natomiast sity generowane
podczas marszu nalezy wprowadzi¢ ze znanych w literaturze formut empirycznych [1, 5, 8,
9, 24]. I tak wypadkowe sity:
— pionowe

Py () = my,18 {1 + Z &; (f[,,] )Sin (Zm'f[,,]t = Oy )} (24)

— poziome wzdhuz kierunku lokomocji

5
Pin @ =m,g B, (f;,,)sin (2nif,, 1 ~8,,,)) (25)
i=1
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— poziome w poprzek kierunku lokomocji

Py () = m[n]gzk,- (oo )Sin (m’f[n]t ~0p) (26)

gdzie f oznacza czestotliwo$¢ stawianych krokow; liczby @, ( fm), B, ( f[n]), A, ( f[n]) sa
wspotczynnikami rozwinigcia w szereg Fouriera poszczegolnych, empirycznie zmierzonych
sit wypadkowych. Przy tak przyjetym modelu jedynymi niepustymi macierzami i wektorami
pozostaja ponizej zestawione:

pv[n] uV[n] Rv[n]
M, = my, diag[l 111D ={ Py [ Xp1 =] gy | Ry =| Rigy (27)
pn[n] us[n] RS[VI]
u,p,
b °
R
i' ——

Z'lh
b / TR\,

Rys. 4. Uproszczony model dynamiczny pieszego — masa skupiona

Fig. 4. Simplified human body model — discrete mass

Model ISO 5982

Jeden z najprostszych modeli pieszego przedstawiono na rys. 5 za praca [23]. Jest to za-
adoptowany z normy ISO 5982 model dynamiczny cztowieka stojacego, gdzie gérna mase
m, utozsamia si¢ ze Srodkiem masy ciata. Macierze rownania ruchu dla tego modelu z roz-
dziatem na zewngtrzne i wewnetrzne stopnie swobody przedstawiaja ponizsze zaleznosci:

m 0
win = m, | M, =lm] M, =0 (28)
q - 0
Copin = o +te Cpiy =161.C = e (29)
ko -k 0
K, = kK +k, Koy =R LK, = —k, (30)
b U
Py :|: :|9 P = [ps], X = |: :|, X = [u;], R./'["] =[R,] (31)
D U
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Rys. 5. Uproszczony model dynamiczny pieszego wg normy ISO 5982 [12, 23]
Fig. 5. Simplified ISO 5982 human body model [12, 23]

Parametry normowe tego modelu wynosza k, = 62 kN/m, ¢, = 1,46 kNs/m, k, = 80 kN/m,
¢, = 0,93 kNs/m, m, = 62 kg, m, = 13 kg, m, = 0 kg, p, = O N, p, = 0 N. Dodatkowo nalezy
wprowadzi¢ sity generowane przez pieszego podczas marszu w punkcie kontaktu (masa 1,).
Jak zaproponowano w [23], mozna tego dokona¢ poprzez wprowadzenie zastgpczej sity p,
danej wzorem:

PGy Os, @y, Ps, 1, fp) =(m, +mz)g|:1+Z&i(fp)sm(szpt_(bi)} (32)

Parametry swobodne w (32) czyli &, oraz ¢, (i = 1, ..., 5) ustala sig rozwiazujac problem
minimalizacyjny:

min max [p,..(£) = p, (G, ..., 05, @y, ~-~,q)5,t,f[n]]2 (33)
@, te[t,t,]
gdzie p,, (f) okreslono wzorem (24). Powyzsze zadanie wyraza ideg, ze sily generowane
przez omawiany model dynamiczny pieszego podczas lokomocji po sztywnej, ptaskiej i nie-
ruchomej powierzchni, powinny by¢ rowne sitom mierzonym empirycznie — wzor (24) przy
tej samej czgstotliwosci krokow j; = f[,,]; w tym sensie zastgpcza sita p, (wzor (32)) ma jedynie
sens formalny, poniewaz na srodek masy w rzeczywistosci dziata jedynie sila cigzkosci.
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4.2. Poduktad peletonu

4.2.1. Réwnania ruchu peletonu rowerzystow

Roéwnanie ruchu poduktadu peletonu buduje si¢ identycznie jak dla poduktadu ttumu —
stad przedstawiono tu jedynie zasadnicze zalezno$ci — gldwnie z koniecznosci wprowadzenia
odpowiednich oznaczen. Rownanie ruchu poduktadu peletonu jako obciazenia inercyjnego,
mozna zapisa¢ w postaci rownania (34):

M X, (1) + Cpx, (1) + Kpx (1) = Py (1) + R, (7) (34)

Analogicznie do (6) dokonano rozdzialu zmiennych na wewngtrzne x (¢) i zewngtrzne
stopnie swobody x (¢) zwigzane z kotami (oponami):

= P—pr R, = 2
XB_XO’ B_pns B__Ro (35)

oraz konsekwentnie (jak w (7)) rozdzielono macierze:

M Mrr Mm C Crr Cro K K”V KV" ; T (36)
= = = ] =(®
’ Mar Mrr ’ ’ Cor Cao ’ 1 Knr Koo l ( )’"" ( )or

Wymienione macierze sa symetryczne, stacjonarne, a podmacierz K jest dodatnio okre-
$lona. Po uwzglednieniu w (34) zaleznosci (35) (36) oraz rozwinigciu mozna zapisa¢ rowna-
nia analogiczne do (8), z tym ze nalezy tu zmieni¢ odpowiednie indeksy, mianowicie: indeks
) zastapi¢ indeksem , a indeks - indeksem . Interpretacja powstatego uktadu rownan jest
identyczna jak poprzednio. Analogicznie rownania ruchu zawieraja przemieszczenia, tym
razem kot x i ich pochodne, ktore sa zwiazane ze stopniami swobody ktadki x; przez macierz
transformacji T, zalezna od zmiennego w czasie potozenia (lokomoc;ji) peletonu:

x,(0) = T[E(®), n0)|x,(1) (37)
Z kolei sity interakcji zaleza od macierzy T”:
F, () =T'[E0), n()]R, () (38)

Obie relacje (37) (38) opisuja zgodnos¢ przemieszczen i sit w punktach kontaktu roz-
wazanego poduktadu z pomostem ktadki. Wystgpujace w rdwnaniach absolutne pochodne
przemieszczen x , dane sa wzorami analogicznymi do (11) — nalezy jedynie podmieni¢ od-
powiednie oznaczenia.

Przedstawione rownanie (34) jest formuta, do ktorej mozna sprowadzié¢ caty poduktad
peletonu ztoZony z L, rowerzystow oraz pozostaje w mocy takze dla kazdego pojedynczego
rowerzysty. Zatem rdwnanie ruchu poruszajacego si¢ po konstrukcji n-tego rowerzysty ana-
logicznie do (12) mozna zapisac:

M Xs00 + CopnXapn + KX = Papg T Rppy V=1, L, 39)
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Majac na uwadze réwnanie (35) (36), wprowadza si¢ nastgpujace uporzadkowanie
zmiennych:

Xm || g, Xory || 1, Ro || 4,
Xr = ZNr[n]’ Xo = ZNo[n] Ro = Zjvo[n] (40)
n=1 n=1 R n=I
X1, Xo[z,1 ol1,]

We wzorze (40) wielkosci N, ~oraz N, = oznaczaja odpowiednio liczby zewnetrznych
i wewnetrznych stopni swobody n-tego rowerzysty.

Zatdézmy (analogicznie jak dla poduktadu thumu), ze dla kazdego n-tego rowerzysty znane
sa aktualne sktadowe potozenia, odniesione do lokalnego uktadu wspotrzednych zwiazanego
z pomostem ktadki oraz predkosci lokomocji wyliczone z rozwiazania odrgbnych réwnan
lokomocji poduktadu peletonu (zob. rozdz. 4.2.2). Ponadto dla kazdego n-tego rowerzysty

jest znana macierz transformacji T4

X0 (D) =T [&.’[n](t) MNin) (f):lxs (1), Fy,p(0)= 'I‘[]r:]Ra[n] (41)

gdzie uwzgledniajac (40), mozna zapisac:

T T T

0] ot Tonay [x} . [f&} {Tso[l]...Tsu[Lb]}R )
X, =| ¢ [Xg= : : , Fp= = o o42

T T T X, £y Tooriy - Tporze)

[Z,] os[Lb] “ob[Lb]

W powyzszym wzorze (42) ujawnia si¢ struktura macierzy T, przy czym Tob[n] = TbTo[n]

oraz T, = TSTU[,,], n=1,...,L,. Wobec tego prawdziwe sa dla kazdego n-tego rowerzysty
wzory analogiczne do réwnan (16)-(19) — nalezy tu jednak zamiast macierzy Z,  wstawi¢
T, a wektor X1 zastapi¢ X,

Przy tak dokonanym rozdziale zmiennych w (40) poszczegolne podmacierze macierzy
sztywnos$ci K, w (36) wyrazaja sig¢ wzorami:

Krr[l] 0 Koa[l] 0
Krr = ’ Kno = (43)
0 Ko, 0 - Ko,
Kro[l] 0
Kru = K . H Km = K:r (44)
0 K’(’[Lh]

Analogicznie zbudowane sa podmacierze macierzy C, i bezwtadnosci M, poduktadu pe-
letonu — wzor (36).
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4.2.2. Réwnanie lokomocji peletonu

Odrgbnej dyskusji wymaga opis lokomocji peletonu. W odréznieniu od zlozonego mo-
delu lokomocji thumu, autor nie napotkat w literaturze przedmiotu modelu opisujacego lo-
komocje grupy rowerzystow. Mozna tu zaproponowaé najprostsza zaleznos¢, ze kierunek
ruchu wszystkich rowerzystow wytycza podtuzna o$ n uktadu wspotrzednych zwiazanego
z pomostem kladki, a predkos¢ kazdego rowerzysty pozostaje stata. Wobec tego:

&g (D=0, M, () =vy, Vn=1..L, (45)

Aktualne potozenie n-tego rowerzysty okreslaja ogodlne wzory:

&)= [&,,(DdT, MO =[N, (DdT Vn=1,.. L, (46)
0 0

Po scatkowaniu (45) otrzymuje si¢ najprostsze relacje liniowego przyrostu drogi
W czasie:

En®=Eopp Moy =Vt t Moy V1 =1,..., L, 47)

4.2.3. Uproszczony model dynamiczny rowerzysty

Najprostszy model roweru i rowerzysty pokazano narys. 6. Zalozono, ze rowerzysta oraz rama
roweru stanowia razem sztywna, ptaska tarcze, ktorej rownania ruchu mozna zapisa¢ w $rodku
jej cigzkoscei. Przy powzigtym zalozeniu pozostaje staly w czasie rozktad mas oraz masowy mo-
ment bezwladno$ci — prowadzi to do stacjonarnego rownania ruchu. Elementy sprezysto-tlumiace
opisuja w sposob liniowy wiasnosci fizyczne pneumatycznego ogumienia koét. Prezentowany mo-
del w uproszczeniu odwzorowuje schemat konstrukcyjny roweru kolarskiego®. Jak pokazano na
przywotanym rysunku, parametrami modelu sa: masa m i masowy moment bezwtadnosci J ukta-
du rowerzysta—rower, parametry sprezysto-thumiace zwiazane z ogumieniem oraz w ogolnosci
masy m , m,, jako czeSci opon wchodzace bezposrednio w kontakt z pomostem — masy te mozna
przyjac takze jako rowne zero (wowczas wektor p, i macierz M, —pozostaja puste) — co uprasz-
cza ostateczny uktad réwnan ruchu (68) — patrz rozdz. 6.

mJ

I=a+b

Rys. 6. Uproszczony model dynamiczny roweru

Fig. 6. Scheme of the most simplified dynamic model of a bicycle

¢ Dla ram (np. wspolczesnych rowerow sportowych lub gorskich), ktore jako elementy konstrukcyjne
zawieraja amortyzartory i thumiki, nalezy przedstawiony model rozbudowac.
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Ponizej przedstawiono struktur¢ macierzy rozwazanego modelu dynamicznego roweru:

Y T L N L VI (48)
rr(n] 0 m oo[n] 0 mb ro[n]
c,+c, ac,—bc, ¢, 0 -c, —¢,
Coin = 2 2> | Coot = s Cron = (49)
sym. a‘c,+bc, 0 ¢ —ac, —bc,
k,+k, ak,—Dbk k, 0 -k, -k
Krr[n] :|: ! ’ 2 Zb :|’ Kno[n] :|: :|’ Kro[n] :|: i i| (50)
sym. a'k,+b’k, 0 £k, —ak, —bk,

prrn = 2 pon = g’ Xrn = s Xon = 2 oln =
[n] Mq) [n] m, [n] I [n] u, [n] Rb

Zaproponowany model rowerzysty jest liniowy, stacjonarny i nie uwzglednia sprzgzenia
ruchu konstrukeji z prawem lokomocji. Ponadto jest modelem ptaskim generujacym jedynie
reakcje prostopadte do pomostu (brak sktadowych poziomych wzdtuz kierunku ruchu i pro-
stopadtych do niego). Dlatego tez uzasadnione jest przyjgcie najprostszego, jednowymiaro-
wego opisu lokomocji rowerzysty przedstawionego w rozdz. 4.2.2.

5. Poduklad mechanicznych ttumikéw drgan

Roéwnania ruchu poduktadu mechanicznych thumikéw drgan (TMDs) mozna zapisaé
w postaci (52):

M X7 (1) + Crxp () + KpX7. () = P (1) + Ry (2) (52)
gdzie wektor x (#) oznacza przemieszczenia poduktadu, ktére rozdzielono na wewngtrzne
stopnie swobody x;(7) izewngtrzne X (1) — zwiazane z miejscami potaczen elementéw spre-

zystych i1 dysypatywnych z konstrukcja ktadki, w ktorych zapisuje si¢ warunki zgodnosci
przemieszczen. Analogicznie do (2) dokonano rozdzialu zmiennych:

X, P, 0
= PT=p , R, = R (53)

oraz konsekwentnie (jak w (3)) rozdzielono macierze:

M M, M, c C,C, K K, K,] . ). =& A
= = = [ ] =(e
T im,mMm, | T |c,Cc. T |K,K H®% (54)

at aa
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Wymienione macierze sa symetryczne, stacjonarne, a podmacierz K, jest dodatnio okre-
$lona. Po uwzglednieniu w (52) zaleznosci (53) (54) oraz rozwinigciu mozna zapisa¢ rowna-
nia analogiczne do (8) z tym, ze nalezy tu zmieni¢ odpowiednie indeksy, mianowicie: indeks

zastapi¢ indeksem , a indeks = indeksem . Interpretacja powstatego uktadu rownan jest
identyczna jak (8). Analogicznie do (8) rozwazane tu rownania ruchu TMDs zawieraja prze-
mieszczenia tym razem x i ich pochodne, ktore sa zwiazane ze stopniami swobody ktadki x,

poprzez macierz transformacji D:
x, (1) =Dxg(?) (55)

Z kolei sily interakcji zaleza od macierzy D”:
F,.(t)=D'R_(¢) (56)
Obie relacje (55) (56) opisuja zgodno$¢ przemieszczen i sit w punkcie zamocowania
poduktadu TMDs do konstrukcji ktadki. Poniewaz punkty zamocowan nie zmieniaja potoze-
nia, to macierz D jest stala i nie zalezy od czasu tzn. P = D = (0 —jest ona czysto geometrycz-

na transformacja pomigdzy wektorami x i x,. Zatem wystepujace we wzorach pochodne
przemieszczeh x dane sa wzorami:

x, = Dxg, X, = DX; (57

Przedstawione rownanie (52) jest formula, do ktérej mozna sprowadzi¢ caty poduktad
ztozony z L, masowych tlumikéw drgan oraz pozostaje w mocy takze dla kazdego TMD.
Réwnanie ruchu n-tego thumika analogicznie do (52) mozna zapisac:

MyaXr0 + CrpXopn + KopnXepy = Prpg Ry V=100 L (58)

Majac na uwadze (53) (54), wprowadza si¢ nastgpujace uporzadkowanie zmiennych:

Xm || X || o Ry || 4,

X, = ZNz[n]’ X, = ZNa[n] R, =| zNa[n] (59)
n=1 n=1 R n=1
XL Xatz alL,]

We wzorze (59) wielko$ci N,, oraz N, oznaczaja odpowiednio liczby zewngtrznych

i wewngtrznych stopni swobody n-tego TMD.
Dla kazdego n-tego TMD znana jest macierz transformacji D,

Xa[n](t) = D[n]XS (t)a FT[n] (t) = D[];,]Ra[n] (60)

gdzie uwzgledniajac (59), mozna zapisaé:
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D[l] Das[l] Dab[l] X £ D . "'Dsa[L]
X, = io|xg=| : { } FT{ } ! TR, (6D
D DD, | £ 1| Poary Do,
[Z] astL,]  ablL,]
W powyzszym wzorze (61) ujawnia si¢ struktura macierzy D, Dab[n] = Dga[n] oraz

T _
nl =Dm[n], n=1,...,L.

t

D

as|

Przy tak dokonanym rozdziale zmiennych w (59) poszczegolne podmacierze macierzy
sztywnosci K, w (54) wyrazaja si¢ wzorami:

Kn[n] 0 Kaa[l] 0
K,=| + ~ =+ |, K,= &+ " (62)
0 .. Ktt[L,] 0o - Km[m
Kmm 0
K,=| : . : |, K,=K] (63)
0 - K

ta[L, ]

Analogicznie zbudowane sa podmacierze thumienia C, i bezwladnosci M, poduktadu

TMDs — wzor (54).
lza
(D

3 ¢
O
P>

Rys. 7. Model dynamiczny mechanicznego ttumika drgan

Fig. 7. Dynamic model of TMD
5.2. Model dynamiczny TMD

Model masowego thumika drgan przedstawiono na rys. 7. Sily p, i p, oddzialuja odpo-
wiednio na masy m, i m, — moga one by¢ zwiazane np. z cigzarem tych mas. Masa m, jest
elementem, ktory mocuje sig do konstrukcji ktadki — stad w tym punkcie dziata reakcja R,.
Zgodnie z metodyka tu przedstawiona, poszczegdlne wektory i macierze n-tego ttumika maja
nastgpujaca strukturg:
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M, =] My, =0m,], M, =0 (64)
M,y =lal Cop =lals Cupy =[-al (65)
K =61 Ko =] Ky =141 (66)
P =[21) Pupy =22 ) Xy =[], Xgp =[], Ry, =[R,] (67)

6. Interakcja kladka-tltumiki-ruchome obcigzenie inercyjne

Dynamika calego uktadu obejmujacego interakcje wszystkich opisanych poduktadow
dana jest rownaniem (68):

M()x(1) + C()x(1) + K()x(2) = P(1) - Q(1)q, (¢) (68)

Powstaje ono przez podstawienie do (4) sit interakcji oraz zgodnosci przemieszczen
poduktadow, a takze po uporzadkowaniu niewiadomych. Dalej przedstawiono strukturg ma-
cierzy i wektoréw tego rownania:

— wektor niewiadomych i wektory prawych stron:

XS fs + Dsapa + Z:fpf + Tsapo .
X,
XI p[ .
x(t)=| |, P(t)= . q,()=|X, (69)
Xl) pl) X
b
X, P,

— macierz bezwladno$ci:
Mll M12 M13 M14

M, M 0
M= ITZ w0 (70)
M; 0 Mpp 0
M1T4 0 0 Mrr
M, =M_ +D, MMDM+Z M Z +T M, T, (71)
M = D Mat’ M - Z Mf};v’ M14 = TsoMor (72)
— macierz ttumienia:
Cll CIZ C13 C14
c. C 0 0
C= 12 it (73)
C, 0 Cpp 0
C, 0 0 C,

C,=C,+D,C,D,+Z,2M,Z, +C,Z)+T,2M, T +C,T)  (74)

sa aa 00 0§ 00~ 08
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C,=T,C (75)

so " or

c,=D,C,, C,=2,C

sa " at? 13 sf 2
C, =2M,Z  +C[;, C, =2M T, +C], (76)

ro ~os

— macierz sztywno§ci:

K, K, 0 0

K = 12 " (77)
K, 0 K, 0
K, 0 0 K,

K,=K_ +D K, D +Z M,Z, +C,Z, +K,Z)+T M, T +C, T +K,T,)

(78)
K,=D,K,, K;= Zx_/'Kfp’ K,=TK, (79)
K; = Mprfs +Cprfs +K1T3’ K, = Mme +C, T, +K1T4 (80)
— macierz obcigzenia kinematycznego:
di 42 43
Q) = Qo1 4oz 9 (81)
ds; 93 433
4y 9y 443
qll = Msb + DsaMaaDab + ZsfMﬂZ/b + TsoMaoTab (82)
q12 = Csb + DsacaaDab + Zsf (Mj]Zjb + Cffob ) + Tso (MooTDb + CooTob) (83)
q13 = Ksb + DsaKaaDab + Zsf (MffZﬂJ + Cffsz + K/fZ/b) + Tso (MooTob + CooTob + KooTob)
(84)
q, =M, D,, q,,=C,D,, 9,=K,D,, q;;, =M Z, (85)
0, =2M 2, +C,Z;, 4y =M, 2,+C, 2, +K, 7, (86)
q41 = MroTob7 q42 = 2MroTob + CroTob’ q43 = MroTab + CmToeroTob (87)

Ostateczna przedstawiona powyzej posta¢ macierzy wynika z wprowadzenia warunkow
interakcji pomigdzy poszczegdlnymi poduktadami oraz zatozeniu idealnych, dwustronnych
wigzow. W ogolnym przypadku, na skutek istnienia ruchu unoszenia, pojawiaja sig sity Co-
riolisa skutkujace niesymetria C [16]. Z kolei w wyniku istnienia sit majacych sktadnik §le-
dzacy pojawia si¢ niesymetria K. Ponadto macierze uktadu (68) sa niestacjonarne — zaleza
bowiem od zmieniajacych si¢ w czasie macierzy transformacji Z i T, ktore zawieraja relacje
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geometryczne przemieszczen pomostu ktadki oraz przemieszczen ruchomych obciazen iner-
cyjnych pieszych i rowerzystow. Wymienione cechy sformutowania sa charakterystyczne dla
uktadow o zmiennej konfiguracji [13, 18].

Wyznaczenie w kazdym kroku czasowym macierzy Z i T (i ich pochodnych) jest najtrud-
niejszym zadaniem w analizie drgan wywotanych ruchem obcigzen inercyjnych. Stosujac
MES jako metodg agregacji macierzy poduktadu ktadki, nalezy zauwazy¢, ze konsekwencja
zmiennych w czasie warunkéw zgodno$ci jest zmienna struktura macierzy Z i T — punkty
kontaktu ,,skacza” z elementu na element. Stanowi to trudno$¢ w znalezieniu ogoélnej metody
roézniczkowania tych macierzy.

7. Whnioski

W pracy przedstawiono teoretyczny opis interakcji ruchomych obciazen inercyjnych
pieszych i rowerzystow z kladka. Uwzgledniono rowniez poduklad thumikow drgan. Wy-
prowadzone zalezno$ci pozwalaja analizowaé¢ odpowiedz konstrukcji przy jednoczesnym
uwzglednieniu dzialania sit zmiennych w czasie i przestrzeni (np. wiatr), ruchomych obcia-
zen inercyjnych, dziatania masowych ttumikow drgan oraz wymuszen kinematycznych.

Do kompletnego opisu zjawiska nalezy dopisa¢ do wyprowadzonych tu réwnan — dodat-
kowe zalezno$ci determinujace lokomocje pojedynczych pieszych i w konsekwencji thumu
(tzw. poduktad thumu — ang. crowd subsystem), ktére moga by¢ sprz¢zone lub nie z ruchem
pomostu ktadki. Przedstawione tu podejscie umozliwia wprowadzenie poduktadu thumu nie-
sprzgzonego z ruchem ktadki, co pozwala na odrgbne wyliczenie dla kazdego pieszego para-
metrow &, (¢), n,,,(f) 1 wprowadzenie poduktadu do ostatecznego ukfadu rownan ruchu.

Zasadniczym problemem pozostaje efektywne wyznaczenie macierzy transformacji Z
1 T oraz ich pochodnych. Najczgsciej stosowane modelowanie konstrukcji budowlanych przy
uzyciu elementow belkowych moze stanowi¢ dodatkowe utrudnienie. Z jednej strony analiza
dynamiczna takich modeli jest szybka, z drugiej strony trudnoscia jest zbudowanie macierzy
transformacji Z i T, poniewaz ruch pieszych (roweréw) odbywa si¢ po pomoscie, ktory naj-
czesciej nie jest bezposrednio odwzorowany w modelu belkowym.

Przedstawione sformutowanie teoretyczne jest obecnie aplikowane softwarowo. Z uwagi
na znaczny koszt obliczen konieczne staje si¢ zastosowanie techniki obliczen réwnoleglych
[26, 28], nie tylko w odniesieniu do rozwiazania rownan lokomocji, ale takze do obliczen dy-
namicznych zwiazanych z wyznaczeniem odpowiedzi dla ztozonego uktadu dynamicznego
(68), zawierajacego dynamike inercyjnych uktadow ruchomych.
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