Rocznik Kognitywistyczny 10/2017, s. 1-14
doi:10.4467/20843895RK.17.001.7781
www.ejournals.eu/Rocznik-Kognitywistyczny

MICHAL JARMOC

Uniwersytet Szczecinski, Instytut Filozofii
m.jarmoc@post.pl

Wykorzystanie niestandardowych
struktur arytmetycznych w modelowaniu
kognitywistycznym myslenia numerycznego?

Using nonstandard arithmetical structures in cognitive modelling
of numerical cognition

Abstract: In the paper, we argue, that due to the existence of non-recursive numerical cogni-
tion, we cannot arbitrary exclude nonstandard arithmetical structures from the toolset used
in cognitive modeling of numerical cognition. We introduce the concept of using nonstandard
arithmetical structures in modelling, defend it against the claims and show examples of non-
-recursive numerical cognition.
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W wyniku aksjomatyzacji arytmetyki liczb naturalnych okazalo sie, ze Arytmety-
ka Peano posiada nie tylko model standardowy z dokladnoscig do izomorfizmu, ale
takze nieskonczenie wiele modeli niestandardowych. Modele te s3 nie tylko rézne
strukturalnie, lecz posiadajg calkowicie inne wlasnosci metamatematyczne, ktore od
blisko stu lat sg przedmiotem badan matematykow. Niestety, wyniki tych badan wyda-
ja sie calkowicie niedostrzegane przez kognitywistow w ich badaniach nad mysleniem
matematycznych. W literaturze przedmiotu rzadko wspomina si¢ o niestandardowych
modelach arytmetyki, a jezeli juz, to pojawiajg si¢ stanowiska catkowicie wykluczajace
mozliwos¢ wykorzystania niestandardowych struktur arytmetycznych w modelowa-
niu kognitywistycznym zdolnosci numerycznych. Jednak argumentacja za taka tezg
czesto nie jest juz tak jednoznaczna i zwykle ogranicza sie do arbitralnego i lakonicz-
nego stwierdzenia, ze ,modele niestandardowe s3 chimerami niekorespondujacymi
z intuicjg” [Dehaene, 1997].

Aby jednoznacznie wykluczy¢ niestandardowe struktury arytmetyczne jako skla-
dowe modeli kompetencji arytmetycznej, mozna przyja¢ dwie strategie. Pierwsza
polega na wskazaniu konkretnych wynikéw empirycznych, wykluczajacych mozli-
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wos¢ postugiwania si¢ niestandardowymi strukturami arytmetycznymi w aktywnosci
numerycznej. Strategia ta jest o tyle skomplikowana, ze nie da si¢ tego zrobi¢ wprost,
poniewaz kazda niestandardowa struktura arytmetyczna posiada jako segment poczat-
kowy standardowg strukture arytmetyczna. Obrazujac to metaforycznie, nawet jezeli
w badanych kontekstach liczymy standardowo, to wcigz mozemy operowac jedynie
wierzchotkiem niestandardowej gory lodowej. Druga strategia polega na wskazaniu
pewnych metamatematycznych wlasnosci niestandardowych struktur, ktore, najle-
piej na podstawie wynikéw empirycznych, wyklucza mozliwos¢ wykorzystania ich
w modelowaniu kognitywistycznym myslenia numerycznego. Podczas gdy pierwsza
strategia zaklada pokazanie, Ze modele niestandardowe ,nie sg” wykorzystywane,
druga strategia polega na pokazaniu, ze ,,nie moga by¢” wykorzystane. Doskonalg
realizacjg tej strategii moze by¢ argumentacja wykorzystywana przez strukturalistow
obliczeniowych do wskazania standardowych struktur arytmetycznych jako mode-
li zamierzony Arytmetyki Peano. Argument ten, sformulowany w oparciu o Teze
Churcha-Turinga i Twierdzenie Tennenbauma oraz wykorzystywany w ramach sporu
o podstawy matematyki, mozna z powodzeniem przenie$¢ na grunt kognitywistyki
myslenia numerycznego.

W artykule najpierw przypomnimy podstawowe zalozenia modelowania kognity-
wistycznego oraz elementarne informacje o niestandardowych strukturach arytme-
tycznych. W dalszej czgsci zrekonstruujemy argumentacje strukturalistow oblicze-
niowych, wskazujacg model standardowy PA jako jej model zamierzony, na gruncie
kognitywistyki myslenia numerycznego, by wreszcie opierajac si¢ na bazie ekspery-
mentalnej zagadnienia, wykaza¢ bledno$¢ argumentu. Na koniec nakreslimy poten-
cjalne korzysci plyngce z dopuszczenia niestandardowych struktur arytmetycznych
jako sktadowych modeli kognitywistycznych myslenia numerycznego.

Modelowanie kognitywistyczne zdolnosci numerycznych

Modele kognitywistyczne

Jednym z fundamentéw kognitywistyki jest zaloZenie, ze zjawiska mentalne moze-
my bada¢ i opisywa¢ w podobny sposob jak zjawiska fizykalne. Umysl jest jednak
niezwykle zlozona maszyna obliczeniows, pozwalajaca organizmom przetwarzaé
bodzce ze $rodowiska, gromadzi¢ wiedze, a takze dziala¢ w srodowisku. W zwigz-
ku z tym kognitywisci w praktyce badawczej nie formulujg ogdlnych ,praw umystu”,
a raczej starajg si¢ zrozumie¢ dzialanie jego poszczegolnych modutéw [Fodor, 1983].
Wedlug Fodora moduly sa wyspecjalizowanymi komponentami umystu, odpowie-
dzialnymi za przetwarzanie konkretnego typu bodzcoéw (domain specific), ktore dzia-
tajac niezaleznie od siebie (information encapsulation), przetwarzaja bodzce w sposob
deterministyczny (obligatory firing), w krotkim czasie (fast speed), na podstawie stalej
i okreslonej bazy neuronalnej (fixed neural characteristics). Wérdéd przykladowych
moduléw mozemy wskaza¢: modul odpowiedzialny za motoryke ciata, modut odpo-
wiedzialny za zdolnosci muzyczne, modul odpowiedzialny za akwizycje jezyka czy
wreszcie modul odpowiedzialny za czynno$ci numeryczne.
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Osiagniecia kognitywistyki mozna zatem postrzega¢ jako zbiér mikroteorii
moduléw, ktére bedziemy nazywaé modelami kognitywistycznymi. Kognitywisci nie
wypracowali zadnej definicji ani jednolitej charakterystyki tego, czym jest model. Co
wigcej, mozna konstruowa¢ modele w ramach réznych od siebie paradygmatéw, np.
komputacyjnego (Sun, 2008), embodied cognition [Lakoff, Nufiez, 2000], dynamicz-
nego czy bayesowskiego.

Mozemy jednak poréwnywac ze sobg konkurencyjne modele, nawet jezeli sg for-
mulowane na gruncie réznych metodologii czy paradygmatéw. Bedziemy preferowac
modele silniejsze eksplanacyjnie nad stabszymi, prostsze nad bardziej ztozonymi,
ogolniejsze nad bardziej partykularnymi, precyzyjniejsze nad zawierajagcymi wiele
»dziur” czy niejasnosci, potwierdzone eksperymentalnie nad czysto teoretycznymi.

Pomimo istotnych réznic w rozumieniu, czym jest model kognitywistyczny, ponad
80% artykuléw publikowanych w waznych czasopismach naukowych z zakresu nauk
kognitywnych wykorzystuje modelowanie kognitywistyczne [Busemeyer, Diederich,
2010]. W przytoczonych pracach mozna znalez¢ dalsze eksplikacje pojecia modelu na
gruncie konkretnego paradygmatu, a takze o wykorzystywanej metodologii.

Na potrzeby niniejszego artykutu wprowadzamy nastepujaca ogdlng eksplikacje
tego pojecia:

Model kognitywistyczny to mikroteoria wyspecjalizowanego modutlu umysto-
wego, pozwalajaca zinterpretowaé ogdt danych sensorycznych, opisaé procesy
kognitywne w uogélniony i sformalizowany sposoéb, a takze przewidywac i inge-
rowa¢ w wyniki procesu.

Przeanalizujmy powyzsza eksplikacje na przykladzie modelowania kognitywi-
stycznego czynno$ci numerycznych. Naszym celem jest sformulowanie mikroteorii
modutu odpowiedzialnego za ogdl czynnosci numerycznych, tj.: tworzenie repre-
zentacji liczbowych, enumerowanie, estymowanie, przeprowadzanie podstawowych
operacji arytmetycznych. Na samym poczatku formutujemy w ramach modelu pewne
zalozenia co do struktury bodzcéw numerycznych (np. ze mozemy podzieli¢ bodzce
numeryczne na duze i male liczby, liczby doktadne i niedokladne, liczby kardynalne
i porzadkowe). Dalej dopiero w ramach modelu mozemy interpretowa¢ dane ekspe-
rymentalne, a wigc reakcje podmiotéw kognitywnych na ekspozycje bodzZcami nume-
rycznymi. W wyniku tego mozemy sformulowa¢ ogélne mechanizmy przetwarzania
danych wejSciowych w postaci bodzcéw numerycznych w dane wyjsciowe, czyli
wyniki procesu. Rezultaty eksperymentalne pokazuja, Ze nie sg to ani pojedyncze,
ani proste mechanizmy. Zaczynamy zatem opisywacé sposoby tworzenia reprezenta-
¢ji i mechanizméw mentalnych, w wyniku czego prébujemy rekonstruowaé proces
w sformalizowany sposob, np. w postaci algorytmoéw, az do momentu osiggniecia
satysfakcjonujgcego poziomu ogdélnosci. Poziom ogdlnosci modelu musi by¢ na tyle
wysoki, aby pozwalal nam nie tylko na odtworzenie rozmaitych poprawnie przebie-
gajacych procesow, ale takze na wyjasnienie tych niepoprawnych, jak dyskalkulia czy
sawantyzm. Wtasciwie juz odpowiedz na pytanie ,,Co to jest dyskalkulia?” wymaga
przyjecia pewnego modelu czynnosci numerycznych i wskazania zaréwno zbiezno$ci,
jak i rozbieznosci pomiedzy poprawnymi czynnos$ciami numerycznymi a dyskalku-
licznymi.
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Silna intensjonalnos¢ i niezastepowalnos$é ekstensjonalna modeli kognitywistycznych

Nalezy podkresli¢, ze modele kognitywistyczne dostarczajg opisu nie tylko proce-
soéw przeksztalcania danych wejsciowych w dane wyjsciowe, ale takze towarzyszacych
temu procesowi zjawisk mentalnych. Sa one wiec czyms$ zupelnie odmiennym od
tego, co nazywa si¢ ,teoriami czarnego pudetka”. Zilustrujmy te metodologi¢ prostym
przyktadem: zalézmy, ze wkladamy golebia do ,pudetka” (dane wejsciowe), a nastep-
nie w pudetku dokonuje si¢ ,hokus-pokus” i wyciggamy krélika (dane wyjsciowe).
Teorie czarnego pudetka pomijaja to, co si¢ dzieje w pudetku, i skupiajg sie jedynie
na tym, co trzeba wlozy¢ do pudelka, aby wyciagna¢ kota. Jako przyktad teorii czar-
nego pudetka mozna wskaza¢ wszelkiego rodzaju teorie behawiorystyczne. Tymcza-
sem model kognitywistyczny ma takze rekonstruowac to, co si¢ dzieje w pudelku,
poniewaz dla kognitywistow model o postaci ,,bodziec > hokus-pokus > reakcja” ma
niewystarczajacag moc eksplanacyjna.

Konsekwencja tego podejscia jest to, ze modele kognitywistyczne sa silnie inten-
sjonalne, a wiec ekstensjonalnie niezastepowalne. Modele ekstensjonalnie zastepowal-
ne to takie, ktdre dla takich samych danych wejscia zwracaja takie same dane wyjscia.

Postulat o silnej intensjonalnosci (TI): Jezeli w okreslonej dziedzinie modele kogni-
tywistyczne A i B zwracajg takie same dane wyjscia dla wszystkich danych wejscia, to
nie jest tak, ze jezeli model A jest trafnym modelem czynnosci kognitywnej, to model
B jest nim réwniez.

Odrzucenie postulatu o silnej intensjonalnosci prowadzi do behawioryzmu, w kté-
rym nie ma znaczenia sposob przetwarzania danych, czyli to, co si¢ dzieje w umy-
$le kognitywnym. Jezeli w wyniku modelowania procesu przyjmujemy, ze mentalny
korelat dla bodZca numerycznego ma charakter np. mereologiczny, a mechanizmy
przetwarzania tych korelatéow maja konkretne wilasnosci, np. nierekurencyjnos¢,
to nie mozemy dowolnie wskaza¢ innego ekstensjonalnie réwnowaznego modelu
i wnioskowac¢ na jego podstawie czegokolwiek o modelu pierwotnym. Istotne jest to,
co zachodzi w ,,czarnej skrzynce”. Zilustrujmy to przykladem. Dzieci do obliczenia
wyniku mnozenia liczby jednocyfrowej przez 9 czgsto stosuja popularng heurystyke,
positkujac sie palcami u obu dloni. Kalkulator, aby policzy¢ to samo, przeprowadza
operacje binarng. Wynik jest ten sam (modele s3 ekstensjonalnie wymienne). Nie
mozna jednak twierdzi¢, ze skoro mozemy tak zaprogramowaé kalkulator, aby uzy-
skiwal podobne wyniki jak liczace dziecko, to znaczy, ze dzieci liczg jak kalkulator,
poniewaz przebieg tych obliczen jest inny. Innymi stowy, interesuje nas nie tylko, jaki
wynik zostanie zwrdcony;, ale jak przebiega proces jego osiggniecia.

Struktura modelu kognitywistycznego czynnosci numerycznych

W przypadku modelowania kompetencji numerycznej zakladamy, ze kazdy uogoél-
niony model jest dwuelementowg strukturg <{S}, M>, gdzie S jest mentalng strukturg
arytmetyczng, natomiast M jest mechanizmem semantycznym.

Mentalna struktura arytmetyczna stanowi zlozona i uogdlniong reprezentacje
warto$ci numerycznych. Najprostszym przykladem mentalnej struktury arytmetycz-
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nej jest Mentalna O$ Liczbowa (mental number line) [Dehaene, 1997], ktorej istnienie
i wlasnosci zostaly do$¢ dobrze potwierdzone w ramach badan eksperymentalnych.

Rozmaite wyniki eksperymentalne pokazuja, ze nie postugujemy si¢ jedna struk-
turg arytmetyczng [Seron, Pesenti, Noél, Deloche, Cornet, 1992]. Mentalna OS$ Licz-
bowa dorostych jest wyskalowana liniowo, tymczasem ta wykorzystywana przez
dzieci - logarytmicznie. Dla dzieci mentalna odlegto$¢ miedzy liczbami maleje wraz
ze wzrostem ich bezwzglednej wartosci. Wraz z edukacja wyksztalcana jest liniowa
reprezentacja osi, gdzie odleglosci migdzy poszczegdlnymi liczbami sg réwne. Okazu-
je si¢ jednak, ze reprezentacje logarytmiczne nie zanikajg i sa rowniez wykorzystywa-
ne przez dojrzate liczagce umysty [Banks, Coleman, 1981].

Oprocz reprezentacji liniowych wykorzystujemy na pewno takze reprezentacje
modularne. Najlepszy przyklad to sposéb odmierzania czasu. Nasza reprezentacja
czasu dobowego jest kolista tak jak cyferblat zegara. Okazuje sie, ze w wyniku choréb,
jak np. otepienia starczego czy choroby Alzheimera, ta konkretna reprezentacja moze
ulec uszkodzeniu [Krzyminski, 1995].

Konstruuje si¢ tez modele, w ktorych reprezentacje majg strukture wieloosiowa
[Krysztofiak, 2011]. W wyniku prowadzonych przez nas badan z zakresu modelowa-
nia procesoéw numerycznych probujemy pokazaé, ze posiadamy réowniez reprezenta-
cje osiowe zapetlone czy parakonsystentne.

Zlozonos¢ mentalnej struktury arytmetycznej polega na tym, ze sama sklada si¢
z innych reprezentacji, takich jak reprezentacje liczb czy dziatan arytmetycznych, a co
wiecej — organizuje te reprezentacje. Przyjmijmy, Ze méwimy o prostej reprezentacji
mentalnej osi liczb naturalnych mniejszych od 10. Taka o§ w istocie jest strukturg
arytmetyczng z liniowym porzadkiem na zbiorze liczb od 0 do 10 i standardowo
rozumianymi operacjami arytmetycznymi. To, ze dodajac do 2 liczbe 3, przesuwamy
sie 0 3 ,,oczka” w prawo, a nie w lewo, i otrzymujemy znajdujacg si¢ tam 5, a nie 8,
wynika z tego, Ze nasze reprezentacje ,2”, ,3”, ,5” 1 ,8” sa dobrze zorganizowane.

To, ze mentalna struktura arytmetyczna jest uogolniona, polega na tym, ze repre-
zentacja ta jest obecna w kazdym procesie numerycznym jako swego rodzaju ,,szab-
lon”. Oznacza to, ze zaréwno w przypadku obliczania ,,2 + 27, jak i ,,3 + 57 wykorzysty-
wana jest ta sama reprezentacja mentalnej osi liczb. W trakcie procesu kognitywnego
nastepuje aktywacja reprezentacji, a nastepnie interpretacja w kontekscie poznaw-
czym. Zobrazujmy to przykladem: jezeli w danej sytuacji poznawczej aktywowane
sg tylko reprezentacje ,,2” i ,,57 to posrednio uczestnicza w niej takze reprezentacje
»37 1 ,4” jako elementy reprezentacji uogdlnionej. Innymi stowy, nie da sie skutecznie
doda¢ 3 do 5, majgc jedynie reprezentacje ,,3% ,,57, ,,8”; potrzeba tez reprezentacji liczb
znajdujacych si¢ pomiedzy oraz reprezentacji operacji dodawania. Konsekwencjg
takiego pogladu jest to, ze mentalna realizacja dodawania bardzo duzych liczb rézni
sie od realizacji dodawania matych liczb, co znajduje potwierdzenie w wystepowaniu
efektu wielkosci [Moyer, Landauer, 1967].

Sama mentalna struktura arytmetyczna jednak nie wystarczy, aby wyjasni¢ to, jak
przeprowadzamy procesy numeryczne. Gdy szacujemy, dodajemy czy porzadkujemy,
zawsze odnosimy sie do pewnej rzeczywistosci pozareprezentacyjnej. W kazdym kon-
kretnym akcie kognitywnym liczymy co$. Innymi stowy, gdy dodajemy dwa jabtka do
tych trzech, ktore juz mamy w koszyku, potrzebujemy powigza¢ nasze ogdlne mental-
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ne reprezentacje liczb 2 i 3 z fizycznymi jabtkami, a takze operacje dodawania z czyn-
no$cig wktadania nowych jablek do koszyka. Na glebszym poziomie poznawczym
nasz umyst musi wykonac¢ jeszcze wiecej czynnosci: potraktowa¢ jablka w koszyku
i te dokladane jako osobne kolekcje, potraktowac¢ kazde jabtko jako osobno enume-
rowane indywiduum, ograniczy¢ zasieg semantyczny pojecia ,jabtko” do aktualnego
kontekstu. Mechanizmem semantycznym nazywamy wiec ogol proceséw interpretu-
jacych reprezentacje mentalne w rzeczywistosci pozareprezentacyjnej, a wigc zbior
funkcji reprezentacja > bodziec i bodziec > reprezentacja.

Preliminaria metamatematyczne

Pojecie liczby naturalnej jest pierwotnym pojeciem arytmetyki dlatego, ze nie defi-
niuje si¢ go za pomoca innych liczb. Podobnie na gruncie kognitywistyki myslenia
matematycznego reprezentacje liczb naturalnych sg reprezentacjami pierwotnymi,
gdyz nie sg ztozone z innych reprezentacji. Obiegowa eksplikacja pojecia liczby natu-
ralnej moéwi wprost, ze sg to liczby, za pomoca ktérych liczymy i ustalamy porzadki.

Elementarna teoria liczb naturalnych nazywana jest arytmetyka liczb naturalnych
i jest teorig struktury:

M= <N’ Iﬂ ;, Za 6, T>

gdzie N to zbiér elementéw, +, X to binarne funkcje, dla ktérych odpowiednio
0, 1 s3 elementami neutralnymi, a < jest relacjg dyskretnie porzadkujaca zbior N.
Struktura M jest wiec dyskretnie uporzagdkowanym pierscieniem.

Arytmetyka nie powstata jednak po to, aby powiedzie¢ co$ o klasie M-struktur, ale
by powiedzie¢ co$ o pewnej wyrdznionej M-strukturze, nazywanej modelem standar-
dowym arytmetyki liczb naturalnych:

S=<N, + x,<,0, 1>

gdzie N to zbidr kolejnych liczb 0, 1, 2..., +, x to standardowo rozumiane i rekuren-
cyjnie zdefiniowane funkcje dodawania i mnozenia, < to relacja bycia mniejszym-
-wiekszym, a elementy wyréznione to znane nam 01 1.

Prébe aksjomatyzacji arytmetyki liczb naturalnych jako pierwszy podjal Giuseppe
Peano [Peano, 1967], udowadniajac, ze struktura M spetnia wszystkie sformutowane
przez niego aksjomaty. Dlatego mowimy, ze M jest modelem Arytmetyki Peano (PA).

Istnieja takze inne struktury arytmetyczne, ktére s3 modelami PA. Przyklad moze
stanowi¢ struktura:

M1 =<N, + X, <0, 1>

gdzie N = {0, 2, 4, 6...}, 0 to 100, a + zwigksza liczbg 0 2. M, teZ jest modelem PA i M|
# S. Nietrudno jednak zauwazy¢, ze M, i S s3 izomorficzne, a ich dziedziny posiadaja
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ten sam typ porzadkowy okreslany jako w (gdzie w to wlasnie typ porzadkowy zbioru
liczb naturalnych).

Powyzszego rozrdznienia mozemy dokonac jedynie z poziomu metateorii. Z punk-
tu widzenia PA nie jesteSmy w stanie odr6zni¢ S od M, ani od zadnej innej struktury,
ktora jest modelem dla PA. Dlatego matematycy cze¢sto mowig o wskazywaniu modelu
z dokladnoscia do izomorfizmu, a wigc o wskazywaniu klasy struktur izomorficznych.
Trudnosci sprawia jednak to, ze nie wszystkie struktury bedace modelami PA sg izo-
morficzne. Prostg konsekwencjg twierdzenia o zwartosci dla teorii pierwszego rzedu
jest istnienie tzw. modeli niestandardowych, czyli struktur, ktére spetniajg wszystkie
aksjomaty teorii, ale nie sg izomorficzne z modelami standardowymi. Konsekwencjg
jest to, ze z poziomu PA nie jesteSmy w stanie wskazaé, czy mamy do czynienia ze
standardowg czy niestandardowg strukturg arytmetyczna.

Twierdzenie Skolema (TS): Istnieje przeliczalna struktura arytmetyczna M, taka, ze
M jest modelem PA i M jest nieizomorficzne z modelem standardowym [Skolem,
1971].

Skolem wykonat pierwszy krok w ,ujarzmieniu” niestandardowych struktur
arytmetycznych, udowadniajac, ze struktury te sa przeliczalne, oraz podajac sposdb
ich konstrukeji. Kolejnym krokiem bylo pokazanie, ze struktury niestandardowe sa
strukturalnie podobne.

Twierdzenie Henkina (TH): Wszystkie przeliczalne niestandardowe struktury aryt-
metyczne majg typ porzadkowy w + (w* + w) x # (Henkin, 1950).
Typ porzadkowy, o ktérym mowa w TH, mozemy zilustrowa¢ nastepujaco:

0,1, et oyi—Ldi4 1y j— 1,574 1ok — Lk k+1,...
p. "y A ~ o~ Ny ~ AN ~ -
w WH—4w Wk4w wWik—+w

'

1 razy
Ryc. 1. Schemat segmentdw i typ porzadkowy przeliczalnych niestandardowych struktur

Jak widzimy na rycinie 1, struktury te sktadajg sie z segmentdw. Pierwszy segment
o typie porzadkowym w to dziedzina standardowej struktury arytmetycznej, ktora jest
segmentem poczatkowym kazdej niestandardowej struktury (z uwagi na to, ze struk-
tury niestandardowe sg elementarnym rozszerzeniem struktury standardowej). Dalej
mamy powtdrzony # razy segment niestandardowy, gdzie # to typ porzadkowy zbioru
liczb wymiernych. Segment niestandardowy sklada sie z trzech czesci: elementu nie-
standardowego i, elementéw o typie porzadkowym (w*) poprzedzajacych element i
oraz elementéw o typie porzadkowym (w) nastepujacych po i.

Waznym rezultatem ograniczajagcym program badania niestandardowych struktur
arytmetycznych jest nastepujace twierdzenie limitacyjne udowodnione przez Tennen-
bauma:



MICHAL JARMOC

Twierdzenie Tennenbauma (TT): Niech M bedzie przeliczalnym modelem PA,
takim, ze M nie jest izomorficzny wzgledem modelu standardowego S. Wtedy M jest
nierekurencyjny [Kaye, 2006].

W dowodzie TT Tennenbaum za pomocg technik kodowania pokazal, ze opera-
cje arytmetyczne dodawania i mnozenia sa rekurencyjne jedynie w standardowych
strukturach arytmetycznych.

Wraz z rozwojem matematyki wykazano, ze nie wszystkie problemy arytmetyczne
mozna rozwigza¢. Mowigc wprost, nie wszystko da si¢ policzy¢. Matematycy, postu-
gujac sie intuicyjnym pojeciem efektywnej obliczalno$ci, poszukiwali kryterium
demarkacyjnego pomiedzy obliczalnymi i nieobliczalnymi problemami. Trudnos¢
polega na tym, ze pojecie efektywnej obliczalnosci jest pozamatematyczne i niedefi-
niowalne w ramach zadnej sformalizowanej teorii. Proba rozwiazania tego problemu
jest Teza Churcha-Turinga:

Teza Churcha-Turinga (TCT): Funkcja f jest efektywnie obliczalna wtedy i tylko wte-
dy, gdy f jest rekurencyjna.

TCT utozsamia klase funkgji efektywnie obliczalnych z pewna klasg funkeji posia-
dajacg matematyczng wlasnos¢ rekurencyjnosci. Standardowo przyjmuje sie, ze TCT
jest niedowodliwa, poniewaz nie mozna jej sformutowac na gruncie zadnego systemu
sformalizowanego. Wykorzystuje si¢ jg natomiast, aby wyrazi¢ intuicyjne pojecie efek-
tywnej obliczalno$ci w ramach systemow formalnych za pomocg dobrze zdefiniowa-
nego pojecia rekursji. Funkcje nazywamy rekurencyjng wtedy, gdy: 1) zdefiniowana
jest poczatkowa warto$¢, dla ktorej okreslona jest wartos¢ funkeji; 2) zdefiniowane sa
reguly pozwalajace w przeliczanej liczbie krokow obliczy¢ wartos¢ funkeji dla elemen-
tu n na podstawie wartosci funkeji dla elementu n - 1.

Efektywna obliczalnos¢

Modele niestandardowe teorii pierwszego rzedu rodza powazna trudnos¢. For-
mulujac teori¢ formalng, chcemy z uwagi na pragmatyczne i badawcze cele opisaé
pewne konkretne struktury, nazywane modelami zamierzonymi. Z poziomu teorii
nie jestesmy jednak w stanie wskaza¢ modelu zamierzonego. Dzieje si¢ tak, poniewaz
w ramach teorii nie potrafimy odrézni¢ struktur standardowych od niestandardo-
wych. Mozemy to zrobi¢ dopiero w ramach teorii drugiego rzedu, ktére rozwigzujac
jedne problemy metamatematyczne, generuja kolejne, tj. brak pelnej aksjomatyzacji
dla teorii drugiego rzedu, brak twierdzenia o zwarto$ci, nierozstrzygalnos¢. Dlatego
badacze prébujg wskazywac¢ na pewne metateoretyczne wlasnosci, ktére moga pomoéc
w jednoznacznym okresleniu modelu zamierzonego teorii.

Strukturalisci obliczeniowi wykorzystuja Teze Churcha-Turinga wraz z Twierdze-
niem Tennenbauma, aby jednoznacznie wskaza¢ na standardowa strukture arytme-
tyczna jako na model zamierzony PA [Halbach, Horsten, 2005; Zdanowski, Quinon,
2007]. Twierdza oni, ze model zamierzony PA stuzy przede wszystkim do liczenia, tak
wiec musi by¢ on efektywnie obliczalny.
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Mozemy zrekonstruowaé argumentacje opartg na tej strategii w kontekscie mode-
lowania kognitywistycznego czynno$ci numerycznych:

1. W modelu kognitywistycznym czynno$ci numerycznych wszystkie mentalne
operacje arytmetyczne muszg by¢ efektywnie obliczalne.

2. Funkcja jest efektywnie obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest rekurencyjna
(TCT).

3. Operacje arytmetyczne w strukturze arytmetycznej sa rekurencyjne wtedy
i tylko wtedy, gdy S jest standardowg strukturg arytmetyczng (TT).

Zatem:

4. Jedynie standardowe struktury arytmetyczne moga by¢ sktfadowa modeli kog-
nitywistycznych.

Konsekwencjg przestanek 1 i 2 jest nastepujacy wniosek:

Whiosek: W modelu kognitywistycznym czynnosci numerycznych wszystkie mental-
ne operacje arytmetyczne muszga by¢ rekurencyjne.

Opierajac si¢ na rozmaitych danych eksperymentalnych, bedziemy wykazywac fal-
szywo$¢ tego wniosku. W efekcie, zakladajac, ze przestanka (2) jest prawdziwa, a kon-
sekwencja przestanek (1) i (2) falszywa, pokazemy, ze przestanka (1) jest falszywa.

Bedziemy bronic¢ tezy:

Teza o nierekurencyjnosci (TN): Przynajmniej niektdre mentalne procesy nume-
ryczne sg nierekurencyjne.

Badania empiryczne

Nierekurencyjne korelaty bodzcow numerycznych

Wachlarz rozmaitych czynnosci numerycznych obejmuje operowanie takimi
liczebnikami jak: ,wiele”, ,,okoto 3% ,kilka’, ,mniej niz 4”. Skrajnym przypadkiem sg
systemy numeryczne plemion pierwotnych. Jako przyktad moga tutaj postuzy¢ czlon-
kowie plemienia Piraha zamieszkujacy dorzecze Amazonii, ktérych system nume-
ryczny zawiera tylko trzy liczebniki: jeden, dwa i wiele [Gordon, 2004]. Co wiecej,
znaczenie tych liczebnikéw wcale nie jest sztywno okreslone (jeden nie zawsze ozna-
cza jeden). Nalezy podkresli¢, ze wystepowanie niedoktadnych wielkosci w proce-
sach numerycznych nie jest problemem jezykowym. Nie chodzi o to, Ze odnosimy si¢
w sposob nieostry lub wieloznaczny do dobrze okreslonych reprezentacji mentalnych,
ale o to, ze kodujemy niektdre bodzce ilosciowe w sposéb nieokreslony, niedokladny
czy rozmyty. Nieostros¢ wystepuje na poziomie reprezentacji w umysle, a nie jezyka.

Nie wiemy, w jaki sposéb podmiot kognitywny koduje bodziec numeryczny ,,0ko-
o 3”. Jednym z mozliwych rozwiazan jest zakodowanie go za pomocg pojedyncze-
go niedokladnego korelatu. Inna mozliwos¢ to zakodowanie bodzca ,,okoto 3” jako
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obszaru mereologicznego zamiast punktu. Jeszcze inna mozliwo$¢ to rozmyty zbior
liczb.

Trudno jest sformulowac rekurencyjne reguly definiowania niedoktadnych liczno-
$ci. Czy w wyniku zastosowania do licznosci ,,okoto 3” klasycznej funkeji nastepnika
otrzymamy 4, ,okolo 4”, a moze wcigz ,okofo 3”? Nie ma prostej odpowiedzi na to
pytanie; czasami bedzie to ,,okolo 37, a czasami 4. Jest to zalezne od kontekstu poznaw-
czego, a wiec od czynnikéw niepodlegajacych rekursji. Nie da si¢ takze sformuto-
wa¢ rekurencyjnych zasad rzadzacych tworzeniem i przetwarzaniem niedokladnych
reprezentacji iloSciowych. Nie dysponujemy ani rekurencyjng metoda konstrukeji
takich reprezentacji, ani ich poréwnywania, redukowania, dodawania czy mnozenia.

Dlatego jako pierwsze do katalogu nierekurencyjnych czynno$ci numerycznych
zaliczymy czynnos$ci numeryczne, w ktorych wystepujg niedokladne reprezentacje
ilociowe: szacowanie, arytmetyka plemion pierwotnych czy wreszcie codzienna
praktyka numeryczna zawierajaca liczebniki niedokladne / kwantyfikatory ilosciowe.

Nierekurencyjny charakter reprezentacji

Na przebieg proceséw numerycznych znamienny wplyw ma wiele rozmaitych
modyfikatoréw. Jednymi z nich sg wartos¢ bezwzgledna liczby oraz warto$¢ réznicy
pomiedzy dwoma liczbami. Przy zadaniach zwigzanych z poréwnywaniem wielko-
$ci liczb czas reakcji i liczba bledéw wzrasta wraz ze wzrostem wartosci liczb (efekt
wielko$ci), natomiast zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem réznicy miedzy poréwnywany-
mi liczbami (efekt dystansu) [Moyer, Landauer, 1967]. Innymi stowy, fatwiej nam sig
operuje na mniejszych liczbach i na dalej od siebie oddalonych.

Powyzsze badania pokazuja, ze czas realizacji ludzkich proceséw numerycznych
jest wrazliwy na dane wejscia w sposdb niezwigzany z rekurencyjnoscig. Rozwazmy
efekt wielkosci. Z punktu widzenia rekursji roznica miedzy 1 a 2 jest taka sama jak
miedzy 91 a 92 - jest nig pojedyncza iteracja funkcji nastepnika, czyli ,jeden krok”
Tymczasem badania nad efektem wielkosci pokazuja, ze mentalna réznica miedzy
1i2 jest wigksza niz miedzy 91 a 92, co ma przelozenie w czasach reakcji. Wnio-
sek jest taki, ze mentalna funkcja nastepnika nie jest tozsama z rekurencyjng funkcja
nastepnika.

Rozwazmy teraz efekt dystansu. Zatézmy, ze porownujemy liczby » i m, gdzie n <m,
i uzyskujemy czas reakcji x, a liczba krokéw rekurencyjnych miedzy # i m wynosi y.
Zwigkszajac m o dowolng ilo$¢, uzyskujemy zwigkszenie liczby krokéw rekurencyj-
nych y i zmniejszenie czasu reakcji x. Im wiecej dodamy do m, tym bardziej wzro$nie y
i spadnie x. Wniosek jest taki, ze mentalny dystans pomiedzy reprezentacjami liczb
nie jest tozsamy z ,dystansem rekurencyjnym’, rozumianym jako ilo§¢ krokéw reku-
rencyjnych potrzebnych do wykonania operacji.

Powyzsze przyklady pokazuja, ze poréwnywanie przez podmiot kognitywny wiel-
kosci dwoch liczb nie przebiega w sposob rekurencyjny. Czy dotyczy to tez innych
czynnosci numerycznych? Badania dowodza, ze tak. Latwiej i szybciej dodajemy licz-
by matle niz duze [LeFevre, Sadesky, Bisanz, 1996]. Sita efektow wielkosci i dystansu
w czynnos$ciach numerycznych dwuargumentowych wskazuje, ze najprawdopodob-
niej zadna z nich nie jest rekurencyjna.

10



Wykorzystanie niestandardowych struktur arytmetycznych w modelowaniu kognitywistycznym...

Nierekurencyjna praktyka liczeniowa

Jakie wlasciwie argumenty mamy na poparcie tezy, ze skoro operacja mnozenia
jest rekurencyjna, to mentalny przebieg mnozenia réwniez jest rekurencyjny? Zato-
zenie a priori takiego ,podobienstwa” to tak jak zalozenie, ze skoro budynek ma
100 metréw, to nasza mentalna reprezentacja tego budynku tez ma 100 metréw i byta
budowana przez ekipe budowlang przez rok.

Zaréwno bezposrednie opisy fenomenologiczne, jak i pomiary czasu reakcji
odrzucajg teze, jakoby nasze mentalne obliczenia byly rekurencyjne. Mozna wskaza¢
rozmaite przyklady, w ktorych podmiot kognitywny wykorzystuje rozmaite heurysty-
ki czy zaleznosci asocjacyjne, aby jak najlatwiej znalez¢ wynik dziatania. Przyktadowo
podmiot kognitywny poproszony o obliczenie ,,100 + 100” doda jedynie wartosci set-
ne, a nie bedzie wykonywac¢ kolejnych krokéw rekurencyjnego dodawania. Podobnie
rzecz si¢ ma w przypadku tabliczki mnozenia: podmiot kognitywny zapytany o to,
ile to jest ,,6 x 67 nie podaje wyniku na podstawie pelnego procesu rekurencyjnego.
Czgsto wykorzystujemy tez rozmaite korelacje liczbowo-nieliczbowe, np. wykonuje-
my obliczenia za pomoca palcéw czy przedmiotéw. Techniki te widaé w szczegdlnosci
podczas rozwigzywania probleméw z tre$cig. Mozna tutaj wskaza¢ dwa przyklady.
W pierwszym podmiot kognitywny proszony jest o rozwigzanie problemu ,,2 + 3 =727
Zamiast przeprowadzi¢ faktyczne dodawanie, podmiot np. przy wykorzystaniu tzw.
tokenow, a wiec fizycznych reprezentacji warto$ci numerycznych, taczy obie kolek-
cje w jedno, po czym enumeruje licznos¢ nowej kolekcji. W takiej sytuacji podmiot
kognitywny nie przeprowadzi w ogdle arytmetycznego dodawania, a jedynie ,,wrzuci”
tokeny na jeden stos i wykona czynnos$¢ enumeracji nowo utworzonej kolekeji. Tak
wigc Ja$ zapytany, ile to jest ,,2 jabtka + 3 jablka”, zamiast wykona¢ dodawanie aryt-
metyczne, polozy wszystkie jablka na stole i poprzez enumeracje zliczy ich licznos¢.

Drugi przyktad jest podobny. Rozwazmy nastgpujacy problem z trescig: ,Jest
5 dzieci i 3 jabltka. O ile wiecej jest dzieci niz jabtek?”. Problem ten okazuje si¢ trud-
ny, jedynie 17% przedszkolakow i 64% pierwszoklasistow rozwigzuje go poprawnie
[Cummins, Kintsch, Reusser, Weimer, 1988]. Okazuje si¢ jednak, ze jesli sparafrazu-
jemy problem nastgpujaco: ,,Jest 5 dzieci i 3 jabtka. Ile dzieci nie dostanie jablek?”, to
wspdlczynnik rozwigzania wzrasta do 83% wsréd przedszkolakéw i do 100% wsréd
pierwszoklasistow [Hudson, 1983]. Zjawisko to ttumaczy si¢ tym, ze w drugim przy-
padku dzieci zamiast wykonywa¢ faktyczne odejmowanie, ustality relacje réwnowaz-
nosciowg 1 - 1 miedzy elementami kolekeji ,dzieci” i ,jabtka’, po czym dokonaly
enumeracji elementéw bez pary. Przyklad ten pokazuje, ze dzialanie, ktére explicite
jest sformulowane jako odejmowanie, moze by¢ realizowane w ogdle bez udzialu
arytmetyki. Co prowadzi do wniosku, ze niektére czynnosci numeryczne, ktore jawia
sie jako wlasciwe operacje arytmetyczne, niekoniecznie sg nimi.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze istotne jest to, czy umyst ludzki realizuje
dany proces numeryczny w sposob rekurencyjny, a nie czy mozna ten proces w jakis
sposob zrekonstruowac za pomoca rekursji. Oczywiscie mozna stwierdzié, ze bezpo-
$redni opis fenomenologiczny moze nie by¢ wiarygodny, a obliczenia na poziomie
nieuswiadomionym sg wykonywane rekurencyjnie. Gdyby jednak tak bylo, to wyko-
nanie obliczenia ,,1 x 1000” powinno mie¢ znaczaco dluzszy czas realizacji niz ,,6 x 77
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z uwagi na ilo$¢ krokéw rekurencyjnych, podczas gdy jest dokladnie odwrotnie. Spo-
sOb wykonywania przez nas mnozenia nie jest rekurencyjny.

Whiosek jest taki, ze nie tylko nie wykazano tego, iz wszystkie nasze mentalne
operacje arytmetyczne maja charakter rekurencyjny, ale nawet prima facie jest wrecz
odwrotnie.

Dalsze kroki

Dotychczas postawili$my i odpowiedzielismy twierdzaco na pytanie: ,,Czy mozemy
dopusci¢ niestandardowe struktury arytmetyczne jako potencjalne sktadowe modeli
kognitywistycznych zdolnosci numerycznych?”. Naturalne jest to, aby zasygnalizowa¢
dalsze prace badawcze, stawiajac pytanie: ,,Po co?”.

Unikatowe segmenty niestandardowych struktur, a takze mozliwe interakcje mie-
dzy nimi wprowadzaja nowe mozliwosci modelowania. Liczby niestandardowe sa nie-
osiggalne wzgledem standardowych z uwagi na funkcje nastepnika: wyliczajac kolejne
liczby standardowe, nigdy nie dojdziemy do liczb niestandardowych. Co wigcej, ele-
menty poszczegdlnych segmentéw liczbowych sg izolowane, a ich elementy nieosig-
galne wzgledem siebie poprzez funkcje nastepnika. Niestandardowe liczby pozwalaja
tez na kodowanie kolekeji nieskonczonych, a wigc reprezentowanie nieskonczenie
duzych oraz nieskonczenie matych wielkosci za pomoca liczb.

Sadzimy, ze dalsze badania nad elementarnymi, prymitywnymi i nietypowymi czyn-
no$ciami numerycznymi ukazg praktyczne zastosowania niestandardowych struktur
arytmetycznych w modelowaniu kognitywistycznym czynnosci numerycznych. Przy-
ktadem takich sytuacji moga by¢ rozmaite gry i zabawy licytacyjne, w szczegolnosci
dzieciece, gdzie podczas wykonywania ruchéw dochodzi sie do wielkosci ,,nieskon-
czonos$¢”. Czesto inny uczestnik zabawy odpowiada na taki ruch ,nieskonczonos¢ +
100”. Z matematycznego punktu widzenia ten ruch jest bez sensu, poniewaz w wyniku
iteracji funkcji nastepnika do nieskonczonosci nie mozna otrzymac wigkszej licznosci
(nieskonczonos¢ = nieskonczono$¢ + 100). Tymczasem w wielu grach wydaje si¢ to
dopuszczalny ruch, a nawet jezeli nie, to ruch ten wywoluje pewna reakcje: restrykcje
(»nie mozesz tak”) lub kolejng odpowiedz licytacyjng (,to nieskonczonos¢ + 2007).
Gdy gracz A wykonuje ruch ,nieskoniczono$¢’, a gracz B ,,nieskonczonos¢ + 1007, to
reakcja gracza A jest inna, niz gdyby gracz B wykonal ruch ,nieskonczonos¢”, a wiec
z punktu widzenia pragmatyki gry sa to rézne ruchy. Przy zalozeniu, ze zasady gry
opierajg si¢ na prawdziwej arytmetyce mentalnej, a nie jedynie konwencjach uzycia
w grze, wskazuje to na istnienie wielu segmentéw liczbowych. Warto podkresli¢, ze
kluczowym elementem przykladu nie jest nieskoniczonos¢ licznosci, ale jej nieosiggal-
no$¢. Aby to zobrazowa¢ przykladem, wyobrazmy sobie zakochanych licytujacych sie,
kto kogo kocha mocniej. Gdy Romeo wyznaje: ,,Kocham ci¢ najmocniej na $wiecie”,
a Julia odpowiada mu: ,,A ja ciebie jeszcze mocniej’, wystepuje mechanizm, w ktérym
przywoluje si¢ warto$¢ graniczng, by nastepnie przej$¢ do iterowania po warto$ciach
przekraczajacych te granice. Niestandardowe struktury arytmetyczne moglyby sta-
nowi¢ punkt wyjscia do modelowania tych zjawisk, gdyz liczby niestandardowe sa
zawsze wieksze od najwigkszych liczb standardowych. Mamy ,wiecej niz najwiecej’,
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ktore zyskujemy nie poprzez prosta iteracje funkcji nastepnika, lecz poprzez wykona-
nie przeskoku w osi liczbowej.

Podsumowanie

Naszym celem bylo wykazanie prawdziwosci Tezy o nierekurencyjnosci, w konse-
kwencji czego nie moze by¢ tak, ze zaréwno przestanka (1), jak i (2) z argumentacji
strukturalistycznej sa prawdziwe. W zwiazku z tym, ze przestanka (2) to powszechnie
uznawana za prawdziwg Teza Churcha-Turinga, uznajemy przestanke (1) za fatszywa.
Skoro nie wszystkie mentalne operacje numeryczne sg rekurencyjne, to nie mozna
w ten sposdb odrzuci¢ niestandardowych struktur arytmetycznych jako skltadowych
modeli kognitywistycznych czynnosci numerycznych.

Sadzimy, ze powigkszenie skrzynki z narzedziami teoretycznymi o niestandardo-
we struktury arytmetyczne pozwoli nam modelowa¢ szersze spektrum zjawisk nume-
rycznych, a takze przeprowadzi¢ eksperymenty, ktore moglyby zidentyfikowaé nowe
rodzaje takich zjawisk. Kwestie ich rzeczywistej uzytecznosci pozostawiamy jednak
otwartg dla badaczy eksperymentalnych.
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