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KRZYSZTOF CIPORA

Czym jest liczba?
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What is a number?

Abstract: The concept of number is an abstract concept. Numbers do not exist itself in the
nature. On the other hand, they carry a wide variety of significant information about the en-
vironment and are present in the life of human being in almost all fields. The origins of num-
bers as well as its nature were considered in numerous ways by mathematicians, philosophers,
psychologists etc. The classical theories of number are briefly discussed and opposed to the
psychological and neuroscientific findings regarding number representations. It seems that the
ability to use information carried by number is not exclusive to educated human mind, contrary
its origins are innate and common to humans and several other species.

Uwagi wstepne

Jak wskazuje miedzy innymi Brian Butterworth [1999], liczby towarzysza czlowieko-
wi niemal bezustannie. Bardzo duzy jest rowniez zakres informacji, jakie sg poprzez
nie przekazywane (np. ceny, liczebnos¢, kolejnos¢, oznaczenia konkretnych obiektow,
data, czas itp.). Przekonanie o kluczowym znaczeniu liczby w opisie funkcjonowania
$wiata mozna znalez¢ juz w pogladach pitagorejczykow. Filozofowie z tej szkoly byli
zdania, Ze liczba jest podstawowym budulcem wszech$wiata [por. Lloyd 2009]. Na
réznorodnos¢ aspektow liczby wskazuje Ludwig Wittgenstein, zdaniem ktérego liczby
nie mozna okresli¢ poprzez wskazanie cech definicyjnych [Cullen 2009], ale mozna ja
scharakteryzowa¢ poprzez podobienstwo rodzinne. Innymi stowy, przy charakteryzo-
waniu liczby nie jest mozliwe podanie zestawu cech definicyjnych, ktére w réwnym
stopniu charakteryzowalyby wszystkich przedstawicieli tej kategorii, mozliwe jest
natomiast wskazanie podobienstw i zwigzkéw wewnatrz tej kategorii. Wittgenstein
postuguje sie tu przykladem rodzinnej fotogratii, na ktérej mozna dostrzec podobien-
stwa miedzy cztonkami rodziny, cho¢ nie jest mozliwe wskazanie cechy czy zestawu
cech charakteryzujgcych wszystkie osoby.

Odpowiedzi na pytanie o natur¢ i sposdb istnienia liczby probowano szuka¢
w roznych dziedzinach nauki. W filozofii uzywanie liczb uznawano tradycyjnie za
domene¢ wylacznie czlowieka wyksztalconego, a rozwazania koncentrowaly si¢ na
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tym, jakim rodzajem bytu s3 liczby i jakie ich rodzaje mozna wyrézni¢. Odmien-
ne ujecie liczby mozna odnalez¢ na gruncie psychologii poznawczej i neurobiologii.
Podstawowe zdolnosci liczenia i operowania liczebnos$ciami sa wrodzone i wspdlne
wielu gatunkom zwierzat. Bardziej zlozone zdolnosci matematyczne s3 natomiast
nadbudowane na tych pierwotnych predyspozycjach [Dehaene 2001]. Co wigcej, na
podstawie wynikéw badan w zakresie psychologii poznawczej i neurobiologii moz-
na stwierdzi¢, Ze reprezentacja wielkosci, wartosci liczbowej i nasilenia okreslonej
wlasciwosci stanowi charakterystyke oderwang od obiektu. W dalszej czesci artykutu
zostang przedstawione poglady na temat istnienia liczby z perspektywy filozoficznej
i psychologicznej, rowniez z uwzglednieniem odkry¢ w zakresie neurobiologii.

Liczba z perspektywy filozofii

Natura liczby to jedno z podstawowych zagadnien filozofii matematyki, ale problem
ten jest czesto poruszany rowniez w rozwazaniach bardziej ogélnych. Juz w poczat-
kach filozofii mysliciele zadawali pytanie, czy liczby sg obiektami istniejacymi nieza-
leznie od podmiotu, konstruktami mentalnymi, czy tylko tajemniczymi bytami, kto-
rych natury nie znamy [por. Priest 1998]. Jako przyktad mozna przytoczy¢ radykalne
poglady w tym zakresie wyznawane przez pitagorejczykow. Wedlug nich ,wszystkie
rzeczy” skladaja sie z liczb lub nasladuja liczby. W pogladach filozoféw z tej szkoty
brakuje jasnego doprecyzowania, czy chodzi o to, ze liczby s3 budulcem wszech$wia-
ta, czy moze, skoro ,wszystkie rzeczy” nasladuja liczby, oznacza to, iz za pomocg liczb
mozna opisa¢ prawa rzadzace wszech$wiatem [por. Lloyd 2009]. Doktadny przeglad
pogladéw na temat natury liczby przedstawia Jacek Widomski [1996].

Stanislas Dehaene [2011] uwaza, ze najsilniejszy wplyw na rozwdj matematyki
wywarly poglady Platona. Zgodnie z ta koncepcja twierdzenia matematyczne maja
charakter aprioryczny, sa prawdami obiektywnymi i istniejg niezaleznie od poznajg-
cego umystu. Matematyk prébuje odnalez¢ juz istniejace prawa, w zadnym wypadku
tych praw nie tworzy. Réwniez wedlug $wigetego Augustyna byty matematyczne istnie-
ja niezaleznie od podmiotu. Platon wyrdznil trzy rodzaje liczb: idealne, matematycz-
ne i zmystowe. Wydaje sie, Ze najbardziej zblizone do naszego rozumienia liczby sa
platonskie liczby matematyczne, bedace wielokrotno$ciami jedynek. Podobne pogla-
dy wyznawal réwniez Plotyn i przedstawiciele neoplatonizmu.

W filozofii Arystotelesa pojawia si¢ poglad, ze liczba jest uzalezniona od podmio-
tu poznajacego. Powstaje w wyniku abstrahowania, uogdlniania i idealizacji. Wedlug
Arystotelesa matematyka nie bada wigc obiektow $wiata fizycznego, lecz ich matema-
tyczne wlasciwosci [Lloyd 2009]. Filozof ten wigzat liczbe z ilo$cia (ciagla lub dyskret-
ng). W tej taksonomii liczba jest wielko$cig dyskretng i uporzadkowang. Na koncepcje
Arystotelesa wpltyw wywarla Euklidesowa interpretacja liczby jako odcinka, ktorego
diugos¢ mozna wyrazi¢ w postaci wielokrotnosci dlugosci odcinka stanowiacego
przyjeta jednostke. Liczby zatem definiowane s przez wielosci skladajace sie¢ z cal-
kowitej liczby monad. Jak zostanie pokazane w dalszej czgsci niniejszego artykulu,
mobzgowe reprezentacje liczb maja podobna nature jak reprezentacje ilosci ciagtych
badz fizycznych charakterystyk obiektu. Arystoteles kontrastowat roznice w zakresie
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liczby z réznicg gatunkowa czy jakosciowa [por. Anscombe i Geach 1973]. Wyznaja-
cy podobne poglady w tej kwestii §wiety Tomasz z Akwinu podat arystotelesowska
definicje liczby, wskazujac jako gatunek nadrzedny mnogo$¢ czy wieloéé, a jako spe-
cyficzng réznice - mierzalno$¢ przez jeden [Widomski 1996]. Co warte podkreslenia
w kontekscie niniejszej pracy, traktowat liczbe i ilo$¢ jako elementy nalezace do tej
samej kategorii. Rozréznienia ilosci ciggtych i dyskretnych dokonatl réwniez Jan Duns
Szkot. Jego zdaniem naturalna i istniejgca jako byt niezalezny od umystu jest ilo$¢ cigg-
fa, ilo$¢ dyskretna natomiast zalezy juz od poznajacego podmiotu [Widomski 1996].

Poglad, ze liczba jest kreacjag umystu, krytykowal George Berkeley. Ilustrowal to
przykladem, ze dowodca nie moze zwigkszy¢ liczebnosci swojego putku poprzez
myslenie o niej. Wedlug tego mysliciela nabywanie zdolnosci liczbowych jest czyms
wiecej niz abstrahowanie, zwlaszcza w przypadku bardziej zlozonych operacji. Na
podstawie konkretu nie mozna dowiedzie¢ si¢ na przyklad, ile jest 2° [Anscombe
i Geach 1973].

Ciekawym nurtem filozofii matematyki, ktéry nalezy wspomnie¢ w tym miejscu,
jest psychologizm. Liczby sg tu rozumiane jako konstrukty mentalne, a nie fizyczne.
W zwiazku z tym istnienie liczby sprowadza si¢ do zaistnienia okreslonych wzorcow
aktywnosci neuronalnej. Niemniej, jak twierdzi Michele Friend [2007], ten rodzaj
redukeji moze by¢ uzyteczny dla psychologa i nauczyciela matematyki. W zaden jednak
sposob nie bedzie on przydatny dla matematyka, ktérego nie interesuje aktywnos$¢ moz-
gu. Obiektem zainteresowan tego ostatniego jest sama dziedzina, a nie my$lenie o niej.

Na podstawie przedstawionego wyzej, bardzo skrétowego przegladu filozoficznych
koncepcji liczby wida¢ wyraznie, Ze poglady na jej nature sg niezwykle zréznicowane.
Wedlug Dehaenea [2011] platoniski realizm jest wyznawany $§wiadomie lub implicite
przez wigkszos¢ matematykow. Na waznos¢ tej koncepcji wskazuje rowniez Friend
[2007], ktora twierdzi, ze inne znaczace filozoficzne podejscia do matematyki sg roz-
winieciem platonizmu lub stajg w wyraznej opozycji do niego. Modyfikacjami teorii
Platona sg logicyzm i niektore formy strukturalizmu. Konstruktywizm z kolei to bez-
posrednia opozycja dla pogladow Platona. Postulat podejscia zwanego logicyzmem
glosil, ze matematyke mozna zredukowac¢ do logiki, gdzie dany jest zestaw aksjoma-
tow, z ktorych wyprowadzane sg wnioski na podstawie pewnego zestawu definicji
[por. Dehaene 2011]. Innym rozwijajacym si¢ w ostatnich latach nurtem w filozo-
fii matematyki jest strukturalizm. Prad ten obecny jest szczegdlnie w filozofii nauk
humanistycznych, niemniej zyskuje na popularnosci réwniez w filozofii matematyki.
Strukturalizm zarzuca badanie wyizolowanych obiektéw, ktore ujmowane sg jako cze-
$ci sktadowe wigkszych struktur. Co wiecej, czesci te sa pozbawione indywidualnych
wlasnosci. Do obiektéw matematycznych odwolujemy sie zawsze w kontekscie wiek-
szej struktury, do ktdrej one przynalezg, a ich wlasno$ci mozna opisa¢ w terminach
relacji zachodzacych w ramach danej struktury [Bondecka-Krzykowska 2003]. I tak
na przyklad liczbe naturalng nalezy rozwaza¢ w kontekscie jej relacji z innymi licz-
bami naturalnymi. Szczegdtowe omdwienie strukturalizmu w matematyce prezentuje
Izabela Bondecka-Krzykowska [2003]. Zgodnie z pogladem konstruktywistycznym,
prawa matematyki nie istnieja w sposob obiektywny, lecz stanowig konstrukcje umy-
stowe [Friend 2007]. Wyczerpujacy opis poszczegolnych stanowisk w filozofii mate-
matyki prezentuje Leon Horsten [2012].
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Ladislav Kvasz [1998, 2000, 2006] ukazuje rozwéj matematyki (ujmowanej cato-
$ciowo) oraz algebry i geometrii (traktowanych osobno) jako rozwdj jezyka, jakim
s opisywane. Podstawowy trajektorig tego rozwoju jest przejscie od operowania na
konkrecie do operacji na materiale coraz bardziej abstrakcyjnym.

Starozytni Grecy algebre i liczby pojmowali w sposob geometryczny. Tak tez roz-
wiktywali problemy obecnie rozwigzywane algebraicznie, np. dla x* + xy = z poszu-
kiwaliby odcinkéw o dlugosci x i y, aby suma pola kwadratu o boku x i prostoka-
ta o bokach x i y byta réwna polu z. Z operacji na konkrecie wyprowadzali prawa
ogolne. Z drugiej strony, jak wskazuje Graham Priest [1998], greckie zainteresowanie
matematyka odrywalo ja od konkretnych korzeni i zmierzalo w strone teorii. Sta-
rozytnych najbardziej interesowalo przeprowadzanie dowoddw twierdzen, a byty to
najczesciej dowody geometryczne. Jak podaje Kvasz [2000], dla Gottloba Fregego roz-
woj matematyki to przejscie od operacji na konkrecie do operacji na symbolach abs-
trakcyjnych. W historii matematyki najpierw pojawit si¢ zapis konkretny, a nastepnie
uzupelniony przez zapis w postaci liter i symboli. Nastepnie zaczgto wykorzystywac
funkcje, by potem opisa¢ ogoélne zasady, ktérymi te funkcje sie rzadza. Warto zwrdci¢
uwage, Ze w czasie nabywania wiedzy matematycznej najpierw rozwijaja si¢ operacje
na konkretnych obiektach, a z czasem na ich podstawie ksztaltuje si¢ zdolnos¢ opero-
wania na materiale symbolicznym.

Liczba z perspektywy psychologii

Reprezentacja liczby

Obiekty, z ktorymi czlowiek ma kontakt, sg reprezentowane w umysle. Problematy-
ka natury mentalnych reprezentacji §wiata zewnetrznego stanowi jeden z podstawo-
wych obszaréw badan psychologii poznawczej [Necka, Orzechowski i Szymura 2006].
W zwiazku z tym psychologiczny aspekt liczby moze obejmowac jej mentalng repre-
zentacje. Byla ona obiektem licznych badan, w ktérych prébowano odpowiedzie¢ na
pytanie o jej charakter oraz podobienistwo do innych rodzajéw reprezentacji.

Z perspektywy matematyki odpowiedZ na pytanie o nature reprezentacji liczby
zdaje si¢ niemal oczywista. Optymalnym sposobem reprezentowania liczby jest forma
opisowa. Liczba powinna by¢ reprezentowana w formie zblizonej do werbalnej etykie-
ty, a relacje migdzy poszczegdlnymi liczbami - jako zero-jedynkowe sady (np. a jest
réwne b; x jest wieksze od y, z jest wicksze od y, nie ma znaczenia, jak duza jest
réznica miedzy x a y czy z a y). Dwie liczby sa réwne lub jedna z nich jest mniejsza,
druga wigksza, nie ma miejsca na stany posrednie. Ten teoretyczny postulat nie znaj-
duje jednak odzwierciedlenia w wynikach badan. Przeciwnie, wydaje sig, ze reprezen-
tacje wielkosci liczb majg charakter analogowy, a relacje mniejszosci/wigkszo$ci nie
sa zero-jedynkowe. Robert S. Moyer i Thomas K. Landauer [1967] wykazali, ze czas
poréwnania liczb, ktorych réznica jest niewielka, jest dtuzszy niz czas poréwnywania
liczb réznigcych si¢ znacznie [por. Dehaene 2011]. Innymi stowy, ,,psychologicznie”
1 bardziej rézni si¢ od 5 niz od 2. Dystans numeryczny jest analogiczny do opisa-
nego kilkadziesiat lat wczesniej przez psychologéw postaci (Gestalt) efektu dystansu
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[por. Cohen Kadosh, Lammertyn i Izard 2008]. Czas poréwnywania fizycznych obiek-
tow roznigcych sie pod wzgledem okreslonej charakterystyki (na przyktad dtugosci
odcinkéw czy rozmiaru figur geometrycznych) jest zalezny od réznicy miedzy poréw-
nywanymi obiektami. Im réznica mniejsza, tym wiecej czasu potrzeba na dokonanie
poréwnania [Johnson 1939; por. Pinel, Piazza, Le Bihan i Dehaene 2004]. Odkrycie
efektu dystansu numerycznego wskazywalo, ze reprezentacje rozmiaru i liczebnosci
maja bardzo podobna nature.

Analogiczne wnioski mozna wysnu¢ na podstawie efektu rozmiaru. Polega on
na tym, ze czas pordwnywania dwoch obiektow jest zalezny od ich bezwzglednej
wielko$ci. Latwiej jest poréwnac¢ z soba dwa male obiekty niz dwa duze, mimo ze
bezwzgledna réznica miedzy nimi jest taka sama [Dehaene 2011]. Wystepuje w przy-
padku zaréwno obiektow fizycznych (na przyklad wielko$¢ powierzchni, rozwarto$é
kata), jak i liczb [Fias, Lammertyn, Reynvoet, Dupont i Orban 2003]. Innymi stowy;,
psychologiczna réznica miedzy 30 a 31 jest mniejsza niz miedzy 1 a 2.

Istnienie obydwu tych zjawisk stanowi dowod na analogowy charakter reprezen-
tacji liczb. Ten rodzaj reprezentacji wydaje si¢ sta¢ w sprzecznosci z matematycznym
rozumieniem liczby, w ktérym relacje mniejszosci/wigkszosci majg charakter kate-
gorialny i niestopniowalny. Co wigcej, podobne charakterystyki efektéw dystansu
i rozmiaru obserwowanych dla réznego rodzaju wielkosci fizycznych oraz liczbowych
$wiadcza o podobnym charakterze reprezentacji umystowych tych kategorii.

Liczba a przestrzen

Na to, ze liczby s3 reprezentowane w odniesieniu do przestrzeni, wskazal juz
w XIX wieku Francis Galton [1880]. Prosit on osoby badane o opisanie, w jaki spo-
sob wyobrazaja sobie liczby. Wiekszos¢ osob wskazata, ze przedstawia sobie liczby
jako punkty umieszczone na linii. Dalsze charakterystyki hipotetycznej Mentalnej
Osi Liczbowej (Mental Number Line — MNL) podaje Frank Restle [1970]. Jego zda-
niem MNL, na ktdrej jako znaczniki znajduja sie reprezentacje liczb, ma charakter
analogowy, cho¢ nie jest nieskonczenie podzielna. Zgodnie z modelem opisanym
przez tego badacza, w celu poréwnania dwdch liczb nalezy podzielic MNL na tyle
obszaréw, by poréwnywane liczby znalazly si¢ w dwdch réznych obszarach. Stad
wynika¢ moze efekt dystansu numerycznego. Co wiecej, kierunek MNL jest zalezny
od kierunku pisania (od lewej do prawej badz od prawej do lewej). Dowodem na
to jest efekt SNARC (Spatial-Numerical Association of Response Codes) [Dehaene,
Bossini i Giraux 1993]. Polskie tlumaczenie nazwy tego zjawiska jako ,zaleznos¢
przestrzenna miedzy liczbg a rodzajem odpowiedzi” proponuje Robert Mackiewicz
[2012]. Polega ono na tym, ze w kulturach, w ktérych zapis odbywa sie od lewej do
prawej strony, osoby proszone o ocene np. parzystosci prezentowanych cyfr reaguja
szybciej na liczby o niskiej wartosci liczbowej po lewej stronie swojego ciata, podczas
gdy na liczby o duzej wartos$ci reaguja szybciej po prawej stronie. Odwrotny efekt
mozna zaobserwowaé w kulturach, w ktorych zapis odbywa sie od prawej do lewej
strony [Shaki, Fischer i Petrusic 2009]. Bez wzgledu na to, w jaki sposob wyjasniany
jest efekt SNARC (inna interpretacja np. Gevers i in. [2010]), stanowi on dowdd na
to, ze liczby sa reprezentowane w odniesieniu do przestrzeni.
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Wynika¢ to moze stad, Ze umyst nie jest ewolucyjnie dostosowany do przetwa-
rzania poje¢ abstrakcyjnych i nie ma struktur wyspecjalizowanych do przetwarzania
tego rodzaju informacji. Dostosowuje zatem struktury juz posiadane i za ich pomocg
reprezentuje pojecia abstrakcyjne, takie jak liczba czy inne rodzaje wielkosci [por.
Dehaene 2011].

Reprezentacja liczby jako czes¢ ogolnej reprezentacji wielkosci

Informacja o liczbie czy szerzej pojmowanej liczebnosci nie stanowi nieodlgcznej cha-
rakterystyki reprezentacji obiektu i przynajmniej w pewnym zakresie jest przez umyst
przetwarzana oddzielnie. Cechy tak abstrakcyjne jak czas trwania zdarzen, fizyczny
rozmiar obiektow, wysokos¢ dzwieku czy nasilenie emocji réwniez mogg by¢ repre-
zentowane i przetwarzane w umysle w oderwaniu od obiektu [Vallesi, Binns i Shallice
2008; Ren, Nicholls, Ma i Chen 2011; Rusconi, Kwan, Giordano, Umilta i Butterworth
2006; Holmes i Lourenco 2011]. Do przetwarzania informacji zwigzanych z wielkos-
cig wykorzystywane sg struktury odpowiedzialne za przetwarzanie informacji prze-
strzennych, zwlaszcza obwody nerwowe w horyzontalnej czesci bruzdy srédciemie-
niowej (Horizontal Intraparietal Sulcus — HIPS) [Hubbard, Piazza, Pinel i Dehaene
2005; Cohen Kadosh, Lammertyn i Izard 2008]. Jak wykazali Andreas Nieder, David
J. Freedman i Earl K. Miller [2002], w obszarze tym u naczelnych znajduja si¢ neuro-
ny, ktore reaguja selektywnie na dang liczebnos¢ bez wzgledu na inne charakterystyki
bodzcow.

Reprezentacje liczb i wielkosci wydaja si¢ przynajmniej czesciowo niezalezne
od reprezentowanego obiektu. Co wigcej, reprezentacje liczb sa bardzo podobne do
reprezentacji innych wielkosci ciaglych i niezalezne od ich modalnosci zmystowe;j.
Abstrakcyjne wielkosci (czas trwania zdarzen, kolejno$¢ w okreslonej sekwencji, nasi-
lenie emocji, rozmiar obiektu, wysoko$¢ dzwigku i wiele innych) s3 reprezentowa-
ne w odniesieniu do bardzo konkretnego $wiata, a mianowicie fizycznej przestrzeni
wokot ciata.

Vincent Walsh [2003] w swojej teorii wielkosci ATOM (A Theory of Magnitude)
formuluje teoretyczna propozycje istnienia jednolitego systemu przetwarzania infor-
macji o wielko$ci. Postuluje, Ze obszary dolnej kory ciemieniowej odpowiadaja za
przetwarzanie abstrakcyjnej informacji na temat wielkosci/ilosci bez wzgledu na to,
czego wielko$¢ dotyczy. Teoria ta jest bardzo ogélna i nadal nie do konca sprawdzone
zostaly predykcje z niej wynikajace.

Podstawowe zdolnosSci operowania na liczebnosciach

Jedna z podstawowych zdolno$ci operowania na liczebno$ciach jest subityzowanie
(od tacinskiego subitius - ‘nagly’). Jest to zdolnos¢ do automatycznego, bezwysitko-
wego, szybkiego i bezblednego okreslania niewielkich liczebnos$ci (maksymalnie 3 lub
4 obiekty). Zdolno$¢ subityzowania posiadajg juz niemowleta, ktdre s3 w stanie rea-
gowa¢ na zmiane wielkosci prezentowanych im zbioréw obiektéw [Starkey i Cooper
1980]. Zdolnosci operowania na niewielkich liczebnosciach posiada wiele gatunkow
zwierzat: naczelne, ale takze szczury czy niektdre gatunki ptakéw [Dehaene 2011].
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Jest to sprzeczne z klasycznym przekonaniem obecnym juz w pismach Euklidesa czy
Pitagorasa, ze postugiwanie si¢ liczbami, podobnie jak jezykiem, to domena wytacznie
ludzkiej aktywnosci, a czlowiek jest jedyna istota, ktora potrafi liczy¢ [Dehaene 2011].

Wraz ze wzrostem liczebnosci sprawno$¢ subityzowania zanika. W jego miejsce
zaczyna dziala¢ bardziej zawodny system przyblizonych liczebnosci (approximate
[Dehaene 2011]). System ten jest zdecydowanie mniej dokladny. By policzy¢ bardziej
liczne obiekty, musimy przetwarza¢ je szeregowo (obja¢ uwaga kazdy z nich po kolei).

Naturalna predyspozycja a wiedza matematyczna

Wiedza z zakresu matematyki na poziomie akademickim rézni si¢ od omoéwionych
w poprzedniej czesci podstawowych zdolnoéci operowania liczebno$ciami. Wedtug
Dehaenea [2001] wchodza one w sktad tak zwanego zmystu numerycznego (num-
ber sense) [por. Berch 2005], ktory jest czgécig genetycznego dziedzictwa wspolnego
ludziom i wielu gatunkom zwierzat. Niemniej jednak istnieje zwigzek miedzy spraw-
noscig postugiwania si¢ przyblizonymi liczebnosciami (szacowania) a poziomem
osiggnie¢ w zakresie matematyki [Siegler 2009].

Zaréwno wedlug Dehaenea [2011], jak i Butterwortha [1999] rozwdéj matematy-
ki jest zdeterminowany przez naturalng predyspozycje umystu do postugiwania si¢
liczebnosciami. Butterworth zaznacza, zZe rozwoj matematyki przebiegal réwnolegle
oraz wzglednie niezaleznie od siebie w réznych czg$ciach $wiata i nie jest efektem
jednego unikatowego odkrycia, rozpowszechnionego nastepnie w innych kulturach.
Dehaene z kolei podkresla, ze w $wietle wynikéw badan psychologicznych konstruk-
tywistyczne rozumienie matematyki wydaje si¢ najbardziej prawdopodobne. Zgodnie
z nim matematyka istnieje tylko w umysle podmiotu, ktéry ja tworzy. Inne gatunki,
a nawet inne kultury moglyby tworzy¢ wlasne matematyki zalezne od aktualnych
potrzeb. Obiekty matematyczne sa kategoriami a priori ludzkiej mysli, a matematyk
jedynie je udoskonala i formalizuje.

Nalezy zaznaczy¢, ze przedstawione wyzej koncepcje to tylko jedno z mozliwych
uje¢ natury matematyki. Odmienny poglad w kwestii istnienia liczb i natury zdol-
nosci operowania nimi przyjmuje Noam Chomsky [por. Christomalis 2009]. Uwa-
za on, ze postugiwanie si¢ liczbg rozni si¢ jakosciowo od zdolnosci operowania na
liczebnosciach przez zwierzeta. Matematyke ujmuje natomiast jako produkt uboczny
jezyka. Matematyka, podobnie jak jezyk, to system, ktéry pozwala na generowanie
nieskoniczonej liczby obiektow na podstawie skoniczonej liczby obiektow bardziej
podstawowych.

Podsumowanie

W niniejszym artykule pokazano réznice i podobienstwa miedzy tradycyjnymi filo-
zoficznymi koncepcjami liczby a tym, w jaki sposéb jest zorganizowana jej umystowa
reprezentacja. Wyniki badan w zakresie psychologii poznawczej, neuropsycholo-
gii (analiza deficytéw u pacjentéw z uszkodzeniem okreslonych obszaréw mozgu)
czy neurobiologii wskazuja, ze zdolnos¢ operowania liczbg jest cze$cia wrodzonych
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predyspozycji i umiejetnosci i nie cechuje wylacznie wyksztalconego umystu doros-
tego cztowieka. Pomimo stale rosnacej liczby badan w zakresie psychologii pozna-
nia matematycznego (number cognition) nadal brakuje ogélnych modeli integruja-
cych dotychczasowe wyniki. Jedng z propozycji stanowi przedstawiona wyzej teoria
ATOM Walsha [2003]. Jest ona jednak bardzo ogélna, a wiele hipotez, ktére mozna
na jej podstawie wyprowadzi¢, nie zostalo jeszcze sprawdzonych. Podobne aspiracje
ma réwniez najnowsza propozycja Martina Fischera [2012], ktora kwestie powia-
zania liczb z przestrzenia ujmuje w kontekscie poznania uciele$nionego (embodied
cognition). Ujecie to podkresla wptyw proceséow percepcyjnych i motorycznych na
mentalne reprezentacje liczb, a zwlaszcza ich przestrzenny komponent. Ta ciekawa
propozycja teoretyczna ma potencjal wyjasnienia wynikow licznych badan nad men-
talnymi reprezentacjami liczb. Wyja$nia réwniez geneze oraz stabilno$¢ i podatnosé
na manipulacje eksperymentalng réznorodnych zwigzkéw liczb z przestrzenia. Obec-
nie trudno o jednoznaczng ocene tej koncepcji ze wzgledu na niewielka liczbe badan,
ktore weryfikowalyby predykcje wynikajace z tej teorii.

Kwestie podjete w niniejszej pracy maja rowniez znaczenie dla ksztalcenia w zakre-
sie matematyki. Tradycyjny model nauczania tego przedmiotu zaklada, ze kompe-
tencja matematyczna jest nabywana od podstaw jako pewien zbidr abstrakcyjnych
faktow, ktore dziecko musi przyswoié [por. Butterworth 1999]. Co wiecej, zwlaszcza
w przypadku nauki dodawania i odejmowania liczb jednocyfrowych czy tabliczki
mnozenia podkreslane jest znaczenie pamigtania materialu. Gdy uczen nie pamieta
wyniku, proby jego znalezienia nie wprost (np. poprzez rozbicie 7 + 8 na7 + 7 + 1)
czesto spotykaja si¢ z dezaprobatg nauczyciela.

Bioragc pod uwage przytoczone wyzej teorie i wyniki badan, lepsza strategia
w nauczaniu matematyki wydaje si¢ wykorzystanie naturalnych predyspozycji do ope-
rowania na liczebno$ciach. Zdolnos¢ do szybkiego i wzglednie dokladnego szacowa-
nia nie moze zastapi¢ umiejetnosci wykonywania doktadnych obliczen, niemniej jed-
nak nie oznacza to, ze powinna by¢ zupelnie pomijana. Jak twierdzi Dehaene [2001],
wlasnie na naturalnej zdolnosci do operowania na przyblizonych liczebno$ciach
w toku formalnej edukacji nadbudowywane sa bardziej zlozone umiejetnosci.
Zdolnos¢ szacowania jest przejawem rozumienia liczebnosci i natury operacji na
nich wykonywanych. Pozwala ona na szybkie wykrycie bfedu popelnianego w trakcie
wykonywania doktadnych obliczen. Pozwala réwniez zapobiec najbardziej dotkliwym
w zyciu codziennym bledom w liczeniu, czyli takim, ktére moga spowodowac
najwigkszg strate, np. w trakcie wykonywania zakupow. Wyniki badan w zakresie
neurobiologii sugerujg, ze zwlaszcza w poczatkowych okresach ksztalcenia bardzo
duze znaczenie dla rozwoju kompetencji matematycznych ma réwniez liczenie na
palcach [Dehaene 2011; Ansari 2008].

Poza implikacjami w zakresie dydaktyki matematyki, psychologiczne aspekty ope-
rowania liczbami maja bardzo duze znaczenie dla ekonomii i kwestie te sa podejmo-
wane przez psychologie ekonomiczng i marketingu. To od tego, w jaki sposéb myslimy
o liczbach, w jaki sposdb je klasyfikujemy (cho¢by dychotomicznie jako duze i mate),
w znacznej mierze zaleza podejmowane przez nas decyzje zakupowe. Szczegdtowo te
zagadnienia zostaly omdéwione w pracy Mackiewicza [2012].

W kontekscie zagadnien przedstawionych w niniejszej pracy wydaje si¢ zasadne
uzupelnienie tradycyjnego spojrzenia na matematyke jako w pelni obiektywng dzie-
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dzine wiedzy, domene wyksztalconego umystu ludzkiego, o aspekty psychologiczne
i neurobiologiczne. Sg one wynikiem interakcji wrodzonych zdolnosci wspdlnych
czlowiekowi i wielu zwierzetom, czynnikéw kulturowych, takich jak kierunek pisa-
nia czy zasob stownictwa, za pomoca ktorego opisujemy liczebnosci [Dehaene, Izard,
Spelke i Pica 2008], oraz formalnej edukacji matematycznej. Czynnikéw tych nie nale-
zy ignorowac¢, zwlaszcza gdy bierze sie pod uwage nasz codzienny kontakt z liczbami.
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