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Streszczenie

Probkowanie oszczgdne jest nowa metoda akwizycji danych. Typowe podejscie do akwizycji
danych polega na pomiarze sygnatow z czgstoscig okreslong przez twierdzenie o probkowaniu.
Tak uzyskane dane czgsto sa nadmiarowe. Niezbedna jest zatem ich pdzniejsza kompresja,
przewaznie stratna (tutaj idealnym przyktadem jest kompresja obrazéw np. JPEG), w celu zm-
niejszenia ilo$ci danych, jakie nalezy transportowa¢ lub sktadowac. Dziatanie takie powoduje,
ze zaraz po dokonaniu pomiaru czg¢§¢ danych odrzucamy. Probkowanie oszczedne to protokot
pomiaru, ktory w momencie pomiaru od razu minimalizuje ilos¢ koniecznych pomiaréw. Dazy
do pomiaru jedynie istotnych sktadowych sygnatu, dane nadmiarowe pomijajac. Zastosowanie
go jest mozliwe przy spetnieniu dodatkowych warunkow: rzadkosci sygnatu badanego oraz
niekoherencji w procesie pomiaru.

Stowa kluczowe: probkowanie oszczedne

Abstract

Compressed Sensing is new method of data acquisition. Typical data acquisition approach is
based on the measurement of signals with a frequency determined by the sampling theorem.
Data sampled in this way are often redundant. Therefore it is necessary to compress it, often
in a loss manner (the perfect examples are image compression algorithms such as JPEG), in
order to reduce the amount of data to be transported or stored. Doing so causes that immediately
after the measurement, part of the data is rejected. Compressed Sensing is sensing protocol
that minimizes the amount of required measurements during sensing. It is designed to measure
only the essential components of the signal, omitting redundant information. It is possible to
apply such protocol when additional conditions are fulfilled: sparseness of the signal as well as
incoherence during sensing.

Keywords: compressed sensing
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1. Wstep

Obecnie wicle danych, ktore sg przesytane czy sktadowe, to dane cyfrowe. Podyktowane
jest to faktem powszechnego wykorzystywania cyfrowych no$nikéw danych i cyfrowych
kanatéw transmisyjnych. Wigkszo$¢ naturalnych danych ma jednak charakter analogowy.
Konieczne jest ich przetworzenie do postaci cyfrowej, tak aby spelnity wymagania obecnych
standardéw komunikacji i przechowywania danych.

Cyfrowa obrobka danych analogowych wymaga dyskretyzacji sygnatu analogowego. Sy-
gnat analogowy reprezentowany jest przez nieskonczong liczbe chwil czasowych, a do repre-
zentacji warto$ci sygnalu wymagana jest nieskonczona ilo$¢ bitdw. Z przyczyn oczywistych
nie jesteSmy w stanie w sposob cyfrowy opisac takiego sygnatu. Konieczne jest zastosowanie
procesu dyskretyzacji sygnatu analogowego, czyli jego kwantyzacji w wybranych chwilach
czasowych (probkowanie), przy zastosowaniu ograniczonej liczby bitow do reprezentacji
sygnatu. Powstaje pytanie, czy po dokonaniu tej operacji taki sygnat mozna zawsze wiernie
zrekonstruowac. Odpowiedzig na to pytanie jest twierdzenie o probkowaniu. Stanowi ono,
ze sygnal mozna odtworzy¢, jesli ma on ograniczone pasmo i probkowanie wykonywane jest
z odpowiednio wysoka czestoscig.

Klasyczne podejscie do akwizycji danych wymaga mierzenia wszystkich danych (z czg-
stotliwoscig Nyquista). Jezeli badany sygnal w swoim widmie czgstosci nie zawiera czgstosci
wigkszych niz pewne B (pasmo okreslone jest przez naturalny rozmiar sygnatu), to mozna
go wiernie zrekonstruowac przy zastosowaniu probkowania z czgsto$cig przynajmniej dwu-
krotnie wigcksza niz B. Jest to podejscie pesymistyczne: gwarantuje sukces rekonstrukcji, ale
kosztem olbrzymiej ilo$ci gromadzonych danych. Wymaganie takiej ilo$ci pomiardw jest
niezbe¢dne tylko w przypadku sygnatéw nie posiadajacych zadnego uporzadkowania (odbie-
ranych przez cztowieka jako szum). Tymczasem wigkszo$¢ uzytecznych sygnatdw jest w pe-
wien sposob uporzadkowana, badz tez posiada pewne dodatkowe wlasciwosci pozwalajace
na zmniejszenie ilosci pomiarow. W podejsciu klasycznym ilo$¢ pomiardw niezbedna do
poprawnej rekonstrukcji jest okreslona przez naturalny rozmiar danych wyznaczony przez
czesto$é probkowania. Tak uzyskane dane okazujg sie najczesciej silnie nadmiarowe. Do-
wodem potwierdzajacym te teze jest sukces kompresji. Umozliwia ona znaczng redukcje da-
nych bez szkody w jakos$ci rekonstrukcji. Najbardziej efektywne metody kompresji obrazoéw
(JPEG czy JPEG2000) polegaja na transformacji obrazow do postaci, w ktdrej mozliwe jest
usunigcie nieistotnych sktadowych. Gdyby dane nie byly nadmiarowe, to kompresja nie by-
taby mozliwa. Tak wigc klasyczne podejscie do pomiaru obrazow (wykonywania fotografii)
polega na pomiarze wszystkich sktadowych sygnatu, a nastgpnie odrzuceniu tych, ktorych
amplituda jest mata, a wigc usuni¢ciu sktadowych, ktore wnosza niewielkg ilo§¢ informacji
nt. badanego sygnatu. Czgsto okazuje sig, ze znaczna czg$¢ sktadowych jest nieistotna.

W sytuacjach gdy proces pomiaru jest kosztowny (bez znaczenia czy koszt ten rozumiany
jest jako wielkos$¢ zwigzana z ekonomig procesu, jego problemami technicznymi czy ewen-
tualnymi skutkami ubocznymi), takie podejscie jest niedopuszczalne. W typowej sytuacji
nadmiarowosci wykonywanych pomiaréw — na przyktad w sytuacji wykonywania fotografii
— koszt nie jest istotny. Sam koszt wykonania matrycy $wiattoczutej o duzej rozdzielczosci,
mozliwo$ci techniczne wykonania fotografii, czas potrzebny na jej wykonanie czy wreszcie
niekorzystny wplyw catej operacji na srodowisko sg niewielkie lub nie istniejg w ogole. Sto-
sowanie metod probkowania oszcz¢dnego nie jest tutaj zasadne.
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Problem zaczyna si¢ jednak pojawiaé¢ w wielu innych zastosowaniach akwizycji sygna-
16w, gdzie istotnymi czynnikami sg czas wykonywania pomiaru, ilos¢ danych jaka musi-
my przechowywac badz przesytac oraz niekorzystny wplyw procesu akwizycji danych na
srodowisko czy badany obiekt. Przyktadem takiego ,,problematycznego” procesu akwizy-
c¢ji danych moze by¢ proces obrazowania medycznego szeroko stosowany w diagnostyce
medycznej. W wielu badaniach medycznych stosuje si¢ czynniki szkodliwe dla zdrowia
i zycia cztowieka. W szczegdlnosci moze chodzi¢ tutaj o promieniowanie rentgenowskie.
Mozliwo$¢ zmniejszenia ilosci niezbednych do wykonania pomiaréw (w tym wypadku
chodzi o zmniejszenie dawki promieniowania) oznacza znacznie mniejszg szkodliwosc
badania. Z drugiej strony przy tej samej dawce promieniowania co w dotychczas stosowa-
nych metodach, mozliwe jest wykonanie znacznie wigkszej iloSci obrazow diagnostycz-
nych, co moze przyczyni¢ si¢ do postawienia lepszej diagnozy. Kazdy z wariantow jest
niezwykle istotny dla medycyny.

Kolejnym pozytywnym efektem zmniejszenia ilo$ci pomiardw jest skrocenie czasu ba-
dania. Zmniejszenie ilo$ci danych pomiarowych oznacza, ze mozemy badanie przeprowa-
dzi¢ w znacznie krotszym czasie. Pociaga to za sobg przynajmniej dwie istotne korzysci.
Wiele badan w diagnostyce medycznej z wykorzystaniem promieniowania wymaga od
pacjenta bezruchu, czesto bezdechu. Kilkukrotne skrocenie czasu badania ma niezwykle
istotny wptyw na komfort jego przeprowadzania. Warto rowniez zauwazy¢ zysk ekono-
miczny. Badania z wykorzystaniem wszelkich urzadzen obrazowania medycznego (np. to-
mografu komputerowego) sa badaniami kosztownymi. Skrocenie czasu badania powoduje,
ze w tym samym czasie mozliwe bedzie przebadanie wickszej ilosci pacjentow, co z pew-
noscig obnizy koszty pojedynczego badania.

Innymi ,,problematycznymi” sytuacjami, w ktorych pomiar jest kosztowny, gdzie istot-
ne moze okaza¢ si¢ zmniejszenie czesto$ci probkowania, sg wszelkiego rodzaju zasto-
sowania, gdzie koszt utworzenia detektora jest drogi. Chodzi tu o koszt ekonomiczny.
Roéwniez w sytuacjach, gdzie detektor szybko degraduje si¢ (ulega zniszczeniu, badz jego
doktadnos¢ dziatania drastycznie obniza si¢ wraz z ilo$cig dokonanych pomiar6w) mini-
malizacja ilo$ci pomiaréw jest istotna. Z podobng sytuacjag mamy do czynienia wtedy, gdy
konieczne jest pokrycie siecig detektorow znacznej powierzchni. Zmniejszenie gestosci
detektoréw niezbednej do przeprowadzenia wiernej rekonstrukcji sygnatu moze si¢ w ta-
kich zastosowaniach okazac bardzo cenne.

2. Co to jest probkowanie oszczedne

Prébkowanie oszczedne jest procesem pomiaru sygnalow rzadkich i nastgpnie re-
konstrukcji tych sygnatow z niepelnych o nich danych (w poréwnaniu do klasycznych
metod pomiarowych). Aby wprowadzi¢ pojecie probkowania oszczednego, przeprowadz-
my analiz¢ pomiaru typowego sygnatu, jakim jest obraz (wykonywanie cyfrowej fotogra-
fii) Dokonywany jest pomiar wielu wartosci (pomiar koloru dla kazdego punktu matrycy
$wiatloczulej), a nastepnie wykonywana jest operacja kompresji stratnej (np. JPEG lub
JPEG2000), w ktorej nastepuje znaczaca redukcja ilosci danych reprezentujacych sygnat.
Kompresja w tym wypadku polega na rozktadzie mierzonego sygnatu na sktadowe w ba-
zie, w ktorej opis jest bardziej zwarty (w bazie fourierowskiej dla JPEG, czy bazie falkowe;j
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dla JPEG2000) i usunigciu sktadowych o niewielkiej amplitudzie. Pokazuje to przyktad na
rysunku 1, gdzie pomimo usunigcia blisko 85% sktadowych mozliwa jest poprawna rekon-
strukcja. Pojawia si¢ zatem pytanie, czy wobec tego nie mozna dokonywa¢ pomiaru tylko
tych sktadowych sygnatu, ktore sa dla niego istotne i wnosza znaczng ilo$¢ informacji,
a pomijac te sktadowe, ktore maja niewielki wplyw na badany sygnat?

3) b)

1 . . ‘
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Rys. 1. a) obraz oryginalny, b) obraz zrekonstruowany po odrzuceniu okoto 85% sktadowych
fourierowskich, ¢) posortowane wartosci bezwzgledne sktadowych fourierowskich
dwuwymiarowej transformaty obrazu oryginalnego — skala logarytmiczna

Fig. 1. a) original image, b) image reconstructed after rejecting about 85% of the Fourier components,
c) sorted absolute values of the two-dimensional Fourier transform components
of the original image — logarithmic scale
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W typowym podejsciu nie jest to mozliwe, gdyz proces pomiaru jest adaptacyjny (zalezy
od danych). Oznacza to, ze przed rozpoczg¢ciem pomiardw nie wiemy, ktore sktadowe beda
istotne — mierzymy wszystkie, a potem usuwamy te, ktorych amplituda jest mata. Nam cho-
dzi o okreslenie protokotu pomiaru, ktéry nie bedzie zalezal od danych i nie bedzie potrze-
bowat do przeprowadzenia rekonstrukcji wszystkich matych sktadowych sygnatu. Wyjsciem
jest stworzenie protokotu, ktory nie zalezy od danych i pozwala na odzyskanie wszystkich
waznych sktadowych sygnatu, bazujac na niewielkiej ilosci pomiaréw w stosunku do natu-
ralnego rozmiaru sygnatu.

Probkowanie oszczgdne jest wiasnie takim protokotem pomiaru. Unika mierzenia wszyst-
kich sktadowych. Dokonywany jest pomiar stosunkowo niewielkiej ilosci danych (w stosunku
do naturalnego rozmiaru sygnatu), a co rownie istotne, jest to proces niezalezny od danych.

Rysunek 2 schematycznie prezentuje porownanie metody probkowania oszczgdnego ze
standardowym podejsciem, ukazujgc jednoczes$nie, w jaki sposob przeniesiony zostaje na-
ktad pracy z procesu akwizycji do procesu rekonstrukcji sygnatu. W przypadku podejscia
klasycznego (rys. 2a) duzy naktad pracy jest wymagany w procesie akwizycji oraz kompresji
danych. Wykonuje si¢ wiele pomiardw, a nastgpnie przeprowadzana jest kompresja danych,
ktora ma usungé duzg czegs¢ nieistotnych danych pomiarowych. Proces rekonstrukeji jest
procesem stosunkowo prostym.

a) b)
OSZCZEDNA
AKWIZYCJA DANYCH AKWIZYCJA DANYCH

SKEADOWANIE/PRZESYLANIE

KOMPRESJA DANYCH DANYCH
SKEADOWANIE/PRZESYLANIE
DANYCH REKONSTRUKCJA
REKONSTRUKCJA

Rys. 2. Poréwnanie metod probkowania oszczednego (b) z podej$ciem klasycznym (a)

Fig. 2. Comparison of compressed sensing (b) and the classical approach (a) methods



90

W przypadku probkowania oszczednego (rys. 2b) proces akwizycji danych wymaga sto-
sunkowo niewielkiego naktadu pracy. Wykonywana jest niewielka ilo§¢ pomiarow. Duzy
naktad pracy wymagany jest jednak w procesie rekonstrukcji. Rekonstrukcja jest procesem
ztozonym, chociaz jej przeprowadzenie opiera si¢ na przetworzeniu niewielkiej ilosci danych
nt. analizowanego sygnatu.

Probkowanie oszczgdne niejako przerzuca cigzar pracy w procesach akwizycji i rekon-
strukcji sygnatu na jego rekonstrukcje. W przypadku podejscia standardowego wykony-
wanych jest wiele operacji pomiaru sygnatu, a nastgpnie znaczna cze$¢ tych danych (dane
mato istotne) jest odrzucana, gdyz nie jest ona niezbedna do wykonania rekonstrukcji sy-
gnatu. Rekonstrukcja sygnatu jest procesem stosunkowo prostym ze wzgledu na prosto-
te stosowanych tu algorytmow obliczeniowych. W przypadku probkowania oszczgdnego
wszystkie zmierzone warto$ci sg wykorzystywane w procesie rekonstrukcji. Sam proces
rekonstrukcji jest znacznie bardziej skomplikowany niz w przypadku standardowego po-
dejscia. Wynika to z faktu posiadania stosunkowo niewielkiej informacji wstepnej nt. re-
konstruowanego sygnatu oraz stosowania skomplikowanych algorytmow zapewniajacych
poprawng rekonstrukcje sygnatu.

Podejscie oszczedne jest sensowne w sytuacjach, gdzie pomiar jest ,,kosztowny”. Jak
wczesniej wspomniano, nie chodzi tu jedynie o koszt ekonomiczny, ale o wiele innych
aspektow, jak szkodliwy wplyw pomiaru na obiekt badany, czy istnieje konieczno$¢ szybkie-
go przeprowadzenia akwizycji danych.

3. Warunki

Pojawia si¢ oczywiscie pytanie, kiedy z tak niewielkiej ilosci pomiar6w mozna wiernie
zrekonstruowac sygnat. Okazuje si¢, ze powodzenie tego procesu jest mozliwe przy spetnie-
niu dwoch warunkow:

— warunku dotyczacego wiasnosci strukturalnych danych [2, 5], ktory bedziemy nazywac
rzadkoscia,
— ograniczen na organizacj¢ procesu pomiaru danych, ktorym musi podlegac proces pomia-

rowy — bedziemy je nazywaé niekoherencjg pomiaru [5].

3.1. Rzadkos¢

Przez rzadko$¢ rozumie¢ bedziemy wiasnos¢ sygnatu, ktora polega na tym, ze daje on
si¢ zapisa¢ w zwarty sposob. Oznacza to, ze istnieje baza, w ktdrej sygnat ten ma niewiele
sktadowych réznych od zera. Oczywiscie zawsze mozna zdefiniowac bazg, w ktorej sygnat
bedzie rzadki (np. baze w ktdrej sygnat odpowiada doktadnie jednemu z wektoréw bazo-
wych), ale wtedy wracamy do sytuacji, w ktdrej proces akwizycji zalezy od sygnatu. Tak
wigc chodzi tutaj o przypadek, w ktorym w jednej z powszechnie uzywanych baz (potozenia,
fourierowskiej, falkowej, noisletowej) sygnatl ma niewielkg ilos¢ niezerowych sktadowych.

Sygnaty rzadkie to sygnaty, ktorych duza cze$¢ sktadowych ma warto$¢ rowng zero.
Mowimy ze sygnal x o dtugosci okreslanej przez parametr n jest s-rzadki, jezeli s sposrod
jego sktadowych ma warto$ci rozne od zera, a n-s skladowych ma wartosci rowne zero.
O sygnale rzadkim mowimy gdy:
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s<n @

gdzie:

s,ne N

Oprocz sygnatow rzadkich wprowadza si¢ pojecie sygnatow prawie rzadkich (kompre-
sowalnych). Znaczna cze¢s¢ sktadowych takich sygnatdéw ma wartoSci bliskie zeru, tak ze
ich pomini¢cie nie ma wigkszego wplywu na jako$¢ reprezentacji sygnalu. Sygnat x jest
sygnalem prawie rzadkim, jesli znaczna cz¢$¢ jego sktadowych ma warto$é bliska zero.
Analogicznie do przypadku sygnatu rzadkiego mozemy dla sygnatu o dlugosci n wyznaczy¢
s sktadowych, ktorych wartosci sg znaczace w poréwnaniu z pozostatymi sktadowymi. Gdy
dokonamy posortowania sktadowych sygnatu, ze wzgledu na wartos$¢ bezwzgledna, to pra-
wie s-rzadki sygnat spehnia relacje:

xi| < Z f:l

n
i=s+1

x| e)

gdzie:

s,n €N,

x, — sktadowe sygnatu.

Warunek ten gwarantuje, ze znaczna cz¢$¢ sktadowych sygnatu ma wartosci rowne 0, co
pozwala na ich pominigcie, prowadzgc do uproszenia problemu.

Na rysunku 3 przedstawione sg trzy sygnaty: a) jest sygnatem pozbawionym rzadkosci,
b) jest sygnalem rzadkim, sc) jest sygnatem prawie rzadkim.

Wiele sygnatéw w swojej naturalnej postaci nie wykazuje cech rzadkosci. Konieczna
jest ich reprezentacja w innej bazie, gdyz rzadko$¢ moze si¢ ujawni¢ po zastosowaniu wta-
sciwej bazy dla danego sygnatlu. Rysunek 1 przedstawia przyktad sygnatu, ktory w swojej
naturalnej postaci (cigg pikseli) nie wykazuje cech rzadkosci, a ktore ujawniajg si¢ po
dokonaniu przejscia do bazy fourierowskiej. Obraz w swojej naturalnej postaci (ry. 1a) nie
jest rzadki. Po wykonaniu dwuwymiarowej transformaty Fouriera tego obrazu zauwaza-
my, iz wartosci bezwzgledne sktadowych Fouriera w znacznej wigckszos$ci maja wartosci
bliskie 0 (rysunek Ic prezentuje te wartosci posortowane od najmniejszych do najwigk-
szych). Po odrzuceniu okoto 85% sktadowych (okoto 85% najmniejszych wartosci zostato
wyzerowanych) i wykonaniu transformaty odwrotnej otrzymujemy obraz, ktorego jakosé¢
jest zblizona do oryginatu (rysunek 1b).

Sama rzadkos$¢ jednak nie wystarcza. Chcemy z matej ilo§ci pomiaréw uzyskac informacje
o wszystkich istotnych sktadowych sygnatu. W idealnej sytuacji informacja ta powinna by¢
uzyskana na podstawie s pomiarow (gdzie s oznacza rzadkos$¢ sygnatu). Jest to niemozliwe,
poniewaz musieliby$my z gory wiedzie¢, ktore sktadowe. Okazuje si¢ jednak, ze warunkiem
zapewniajacym poprawng rekonstrukcje jest warunek wykonania wigkszej ilo§ci pomiarow niz
okresla to rzadko$¢ sygnatu, ale ilos¢ ta moze by¢ silnie mniejsza od rozmiaru sygnatu:

s<k<n 3

gdzie:
s, k,n e N,
s — rzadko$¢ sygnatu,
k — ilo$¢ niezbednych pomiardw,
n — rozmiar sygnatu.



a)

2 L
| ‘ ‘

1
2t
3 ,

Q 5 10 15 20 25 30
2 T

1}
1]

1 ’ ‘
2L
3 ,

1] 5 10 15 20 25 30

©)
3 T
2 L
1
L g L 1

0 - - ] - B
b
2t
. ‘ . , ,

[1] 5 10 15 20 25 30

Rys. 3. a) sygnatl o wartos$ciach niezerowych z przedziatu [-3;3],
b) sygnat rzadki, c) sygnat prawie rzadki

Fig. 3. a) signal in range [-3;3] with non-zero values, b) sparse signal, ¢) almost sparse signal
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3.2. Niekoherencja pomiaru

Rzadko$¢ to konieczny, ale niewystarczajacy warunek powodzenia procesu oszczgdnego
probkowania. Oprocz niego musi by¢ spetniony dodatkowy warunek na sposdb przeprowa-
dzania pomiaru — musi on by¢ tak zorganizowany, by nie gubi¢ istotnych sktadowych sygna-
hu. W przypadku sygnatow rzadkich jest to niezwykle istotne (w sygnale takim niewielka
ilo$¢ sktadowych niesie istotne informacje i pominigcie czegsci z nich w procesie pomiaro-
wym moze skutkowa¢ nieskutecznos$cig rekonstrukcji sygnatu). Gwarancja takiego zacho-
wania si¢ procesu pomiarowego jest spelnienie warunku niekoherencji pomiaru [5].

Aby wyjasni¢ pojecie niekoherencji pomiaru, zajmijmy si¢ analizg procesu pomiaru.
Przez pomiar rozumiemy porownanie sygnatu ze wzorcem. W celu dokonania pomiaru
musimy wprowadzi¢ uktad wzorcow zwany bazg pomiarowg. Przez pomiar rozumiemy
rzutowanie sygnalu na baze¢ pomiarowa. W przypadku obrazu z rysunku 1 rozmiar bazy
pomiarowej to n=w?, gdzie w oznacza rozdzielczo$¢ obrazu. Baze pomiarowg mozemy
zdefiniowac jako:

o={o}_ 4

gdzie:
@ — baza pomiarowa,
¢, — sktadowe bazy pomiarowe;.
Wynik pojedynczego pomiaru to rzutowanie sygnatu na i-tg sktadowg bazy pomiarowe;j:

bi =f- P (5)
gdzie:
b.— wynik pomiaru i-tej sktadowej sygnatu,
f—sygnat,

¢, — i-ta sktadowa bazy pomiarowe;.
Proces ten macierzowo mozna przedstawi¢ jako:

b=df (6)
gdzie:
b — wynik pomiaréw sygnatu,
f—sygnat,

@ — baza pomiarowa, gdzie wiersze macierzy sg wektorami bazowymi.
Z kolei sam sygnat mozna przedstawié, stosujac jego rozwinigcie w bazie, w ktorej jest
on rzadki:

ED AT (7)

gdzie:
v, — i-ta sktadowa bazy sygnatu,
x, — i-ta skladowa sygnatu,

f—sygnat.
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W zapisie macierzowym relacje tg mozna przedstawi¢ jako:

J=wx ®)

gdzie:

v — macierz, ktorej kolumny to kolejne wektory bazy w ktorej sygnat jest rzadki

x — wektor sktadowych sygnatu x,

f—sygnat.

Proces pomiaru w zapisie macierzowym polega zatem na przemnozeniu wektora f przez
macierz pomiarowsg:

y=0f =Dyx = Ax )

gdzie:

@ — baza pomiarowa,

v — baza sygnatu, w ktorej sygnat jest rzadki,

x — wektor sktadowych sygnatu x,

J—sygnat,

A — macierz pomiarowa.

Jak wida¢ w rownaniu 9, w procesie akwizycji sygnatu bedziemy zawsze mysleli o dwoch
bazach. Jedna baza to baza sygnatu (y), w ktorej sygnat jest rzadki. Druga baza to baza po-
miarowa (@) wykorzystywana w celach akwizycji danych. Naturalnym wydaje si¢ pytanie,
dlaczego nie ograniczy¢ si¢ tylko do jednej z nich, tej w ktorej sygnat jest rzadki. Odpowiedz
jest prosta — bo musielibySmy wykonac¢ liczb¢ pomiaréw rzedu n (gdzie n oznacza ilos¢
sktadowych sygnatu). Kazdy pomiar z wykorzystaniem bazy sygnatu daje nam informacje
tylko o jednej sktadowej sygnatu. Wynika to z faktu duzej zaleznosci pomigdzy bazg sygna-
tu i baza pomiarowg (w tym przypadku zalezno$¢ jest maksymalna, bo stosujemy te same
bazy). Musieliby$my wykonaé wiele pomiaréw, co oznacza, ze do celow metod probkowania
oszczednego konieczne jest wykorzystanie innej bazy, ktorej stopien zalezno$ci z bazg sy-
gnatu jest jak najmniejszy.

Miarg zaleznos$ci pomigdzy bazami jest koherencja. Opisana jest ona wzorem:

w(®@,y)=n* max |(o,.v,) (10)

<k,j<n

gdzie:

@ — baza pomiarowa,

v — baza sygnatu, w ktorej sygnat jest rzadki,

n — rozmiar baz,

@, — sktadowe bazy pomiarowej,

v, — wektor bazowy sygnatu.

Koherencja pomigdzy dwoma bazami jest miarg najwickszej korelacji pomi¢dzy dwo-
ma dowolnymi wektorami bazowymi baz. Mierzy ona najwicksza zalezno$¢ pomigdzy
nimi. Zaktadajac, ze obie bazy, o ktdrych tutaj mowa, sg bazami ortonormalnymi, mozemy
tatwo uzasadnié, ze koherencja przyjmuje wartosci z zakresu Ll,\/; . Zauwazmy, ze ilo-
czyn skalarny dwoch wektoréw bazowych moze przyja¢ warfos¢ maksymalng rowng 1
(dlugosci wektordw sg rowne jeden i cosinus kata pomi¢dzy nimi rowniez wynosi 1). Z ko-
lei warto$¢ minimalna maksimum iloczynu skalarnego dwoch wektorow bazowych wyno-
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si 1/+/n . Jest ona osiagana wtedy, gdy wszystkie sktadowe wektora bazowego jednej z baz
majg warto$¢ 1/ Jn,a drugi wektor bazowy ma wartos¢ jednej ze sktadowych rowng 1,
a warto$ci pozostalych sktadowych sg rowne 0. Sytuacja taka ma miejsce, gdy jeden wek-
tor bazowy ma taka samg warto$¢ sktadowych, a drugi posiada warto$¢ 1 na jednej ze
sktadowych i poza tym wartosci 0.

Koherencja powinna by¢ jak najmniejsza. W takiej sytuacji pojedynczy pomiar testuje
warto$ci wielu sktadowych sygnatu. Pozwala to na uzyskanie pelnej informacji o sygnale
przy niewielkiej ilosci pomiardéw. To z kolei gwarantuje wierng rekonstrukcje sygnatu (oczy-
wiscie pod warunkiem spetnienia innych warunkow takich jak rzadkos$¢).

Zatdézmy sytuacje, w ktdrej jako macierz pomiaru stosujemy macierz bazowg sygnatu.
Zatdzmy, ze nasz sygnat reprezentowany jest jak na rysunku 3a) przez wektor:

x" =[1,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,-2,0,0,-3,0,0,0,0,0,~1,~1,0,0,0,0,0] )

Jezeli zastosujemy jako jeden z wierszy macierzy pomiarowej (wektor bazowy sygnatu
x) wektor o postaci:

a, =[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 12)

wtedy:
ax=1 (13)

Osiggamy doktadng wiedze o pierwszym elemencie wektora x i zadnym wigcej. Aby
uzyska¢ wiedzg o wszystkich sktadowych wektora x, musielibySmy dokona¢ tyle pomiardw,
ile sktadowych posiada wektor x. Jak wcze$niej zauwazyliSmy, w metodach probkowania
oszczednego chodzi o to, by ilo$¢ niezbednych pomiaréw zminimalizowac. Konieczne jest
wybranie innych wektorow pomiarowych, takich ktore majg jak najmniejsza koherencje
z wektorami naturalnej bazy sygnatu. Wektorem takim moze by¢ np. wektor o sktadowych:

a,=[0.18,0.18,0.18,...,0.18] € R* (14)

gdzie:

0,18~1/ J30 — wektor x posiada 30 sktadowych.

W wyniku wykorzystania wektora bazowego a, posiadamy informacje o pewnej kombi-
nacji sktadowych wektora sygnatu, ktore sg niezerowe. W naszym przyktadzie wektor x po-
siada 6 niezerowych sktadowych. Po dokonaniu kilku tego typu pomiaréw mamy szanse
posia$¢ wiedze o istotnych sktadowych sygnatu.

3.3. Ile wykona¢ pomiarow

Fundamentalnym pytaniem dla metod compressed sensing wydaje si¢ by¢ pytanie: ile
wykona¢ pomiaréw, by mozliwa byta rekonstrukcja sygnatu rzadkiego z niepelnych danych?
Tworcy tej metody wykazali, iz warto$¢ ta zalezy od kilku czynnikow: ilosci sktadowych
sygnatu, poziomu jego rzadkosci oraz koherencji (zaleznej od stosowanych baz) [1]. Warto$¢
ta opisana jest wzorem:
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k= C#p?(®,y)*s*log(n) 15)

gdzie:

C — pewna stata dodatnia,

p — koherencja pomigdzy bazami @ oraz v,

s — rzadko$¢ sygnatu,

n —ilos¢ sktadowych sygnatu.

Z powyzszego rownania wynika, ze koherencja posiada znaczny wptyw na ilo$¢ pomia-
row, jakie trzeba wykonac¢, by mozliwa byta poprawna rekonstrukcja sygnatu. Innymi czyn-
nikami sg rzadko$¢ sygnatu (na nig nie mamy wplywu) oraz jego naturalny rozmiar (tez nie
mamy wplywu).

4. Wilasnosé¢ RIP

Dla metod probkowania oszczednego istotnym elementem jest odpowiedni dobor bazy
pomiarowej w akwizycji danych (od doboru baz zalezy wyglad macierzy pomiarowej), tak
aby koherencja pomiedzy baza sygnatu (w ktorej jest on rzadki) a bazg stosowang w pomia-
rze byla jak najmniejsza. Metoda doboru bazy pomiarowej opierajaca si¢ na koherencji nie
jest praktyczna. Pozwala na okre$lenie, czy dana macierz pomiarowa cechuje si¢ odpowied-
nio niskg koherencjg. Jest miarg, ktora pozwala sprawdzi¢, czy dana macierz pomiarowa
bedzie odpowiednia, ale nie daje przepisu jak ja utworzy¢. Powstaje pytanie jaka wtasnos¢
macierzy pomiarowej odpowiada wtasnosci niekoherencji baz.

Jakie wlasnosci musi posiada¢ macierz pomiarowa (A), by gwarantowata poprawna re-
konstrukcje mierzonego sygnatu? Dziata ona na rzadkie dane, a co za tym idzie, tylko jej
czes$¢ efektywnie wptywa na dane (tam gdzie sktadowe sygnatu sg rozne od 0).

Twoércy metody probkowania oszczgdnego podali sposdb pozwalajacy na dobranie ma-
cierzy pomiaru, ktora bedzie posiadaé niewielkg koherencje z bazg sygnatu badanego. Ma-
cierz taka musi spelnia¢ wlasno$é o nazwie Restricted Isometry Property (RIP) [1,7]. By ja
zdefiniowa¢ konieczne jest wprowadzenie statej izometrii 8, okreslonej dla danej rzadkosci
s, jako najmniejsza warto$¢ spetniajgca ponizszy warunek:

(1-3,)

o, <flaxf, <(1+8,)

A, (16)

gdzie:

X € R"—badany sygnat (rzadki),

A € R™" — macierz pomiaru,

s — rzadko$¢ sygnatu x,

d_— stata izometrii macierzy A.

Wiasno$¢ ta gwarantuje, iz mozliwa bedzie poprawna rekonstrukcja sygnatu rzadkie-
go. Méwimy, ze macierz A spetnia wiasnos¢ RIP, jezeli warto$¢ & jest istotnie rézna od
jedynki. Gdy ta wlasnosc¢ jest spetniona, macierz pomiaru zachowuje dlugosci wektorow,
co z kolei implikuje, ze wszelkie dokonane pomiary nie bedg produkowac¢ wektorow ze-
rowych. Dzigki temu mozliwa bedzie rekonstrukcja sygnatu, gdyz w procesie pomiaru nie
bedzie tracona informacja o nim.
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Cechg jaka musi posiada¢ macierz, ktéra zachowuje odleglosci jest ortogonalnos¢. Trud-
no jednak méwic o ortogonalnoséci macierzy, ktora nie jest macierzg kwadratowa. Macierz
A musi zatem zachowywac si¢ jak macierz ortogonalna, dowolny podzbiér kolumn macierzy
A musi by¢ w przyblizeniu ortogonalny.

Pozostaje jeszcze pytanie, czy do kazdego zadania musimy stosowac¢ inne macierze po-
miarowe, czy musimy je w specjalny sposob projektowac, jesli tak to w jaki? Czy konieczna
jest wiedza nt. naturalnej bazy sygnatu, by by¢ w stanie zaprojektowaé macierz pomiarowg?
Okazuje si¢ (szczesliwie), ze nie. Mozliwe jest wybranie bazy pomiarowej gwarantujgcej
niska koherencj¢ bez wczesniejszej znajomosci bazy sygnatu. Jak wykazali tworcy metod
probkowania oszczgdnego, mozliwe jest zastosowanie macierzy losowych o ré6znych rozkta-
dach, m.in. o rozktadzie Gaussa [1, 4].

5. Rekonstrukcja

Pomiar danych mozna zaprezentowaé przy pomocy operacji macierzowych, gdzie macie-
rza pomiaru dziatlamy na wektor reprezentujacy sygnat. W wyniku takiej operacji otrzymy-
wany jest wektor reprezentujacy badany sygnatl w rzutowaniu na wzorce okreslone w macie-
rzy pomiaru. Matematycznie proces ten mozna zapisaé jako:

y=Ax 17)

gdzie:

x — badany sygnat,

A — macierz pomiaru,

y — wektor pomiaru..

Rekonstrukcja takiego sygnatu, w przypadku gdy macierz A jest macierza kwadratowa
jest operacjg prosta, wymaga przemnozenia wektora y przez macierz odwrotng do A. Przy
stosowaniu metod probkowania oszczednego macierz A nie jest jednak macierzg kwadra-
towq. Ilos¢ realizowanych pomiardéw jest znacznie mniejsza od ilosci sktadowych sygnatu
badanego. Macierz A jest macierzg prostokatng, gdzie ilos¢ wierszy tej macierzy odpowiada
rozmiarowi wektora y, a wiec ilo$ci dokonanych pomiarow.

W przypadku metod probkowania oszczednego ilos¢ pomiardéw jest wielokrotnie mniej-
sza od rozmiaru sygnalu. Rekonstrukcja sygnatu z takich niepetnych danych poprzez roz-
wigzanie prostego uktadu rownan daje wiele mozliwych rozwigzan (pozwala jedynie na
wyznaczenie zalezno$ci pomigdzy zmiennymi). Konieczne jest wprowadzenie dodatkowych
warunkow, ktore zapewniajg jednoznacznos$¢ rozwigzan.

Takim dodatkowym warunkiem w rozwigzaniu wyzej przedstawionego problemu moze
by¢ fakt, iz badany sygnat ma by¢ sygnatem rzadkim, a co za tym idzie znaczna cz¢$¢ jego
sktadowych powinna by¢ réwna 0. Zatem problem mozna sprowadzi¢ do postaci:

min, ],

) (18)
Ax=y
Problem ten mozna opisa¢ stownie jako rozpatrzenie wszystkich rozwigzan Ax=y, a na-
stepnie wybranie tego, ktore minimalizuje ilo$¢ sktadowych niezerowych. Takie postawie-
nie sprawy powoduje zmiang charakteru problemu z kombinacyjnego na optymalizacyjny.
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Norma I, mierzy ilo$¢ niezerowych elementéw w wektorze. Niestety powyzszy problem jest
problemem NP-zupelnym i w praktyce nie jest mozliwe jego rozwigzanie w sensownym cza-
sie. Konieczne zatem jest zastgpienie normy 1, inng normg. Standardowo stosowang w tego
typu problemach stosowang normg jest norma L,

I, =20, % (19)

Jej zastosowanie nie daje jednak dobrych wynikéw. Norma ta faworyzuje istnienie wielu skia-
dowych sygnatu o niewielkich wartosciach. W metodach probkowania oszczgdnego konieczne
jest odszukanie niewielkiej ilosci sktadowych o istotnych wartosciach. Niezbedne jest zatem za-
stosowanie innej normy. Twoércy metody zaproponowali zastosowanie tutaj normy 1 [3,4]:

el =21 (20)

Ostatecznie problem rekonstrukcji danych w metodach probkowania oszczgdnego mozna
ogo6lnie przedstawi¢ jako metode optymalizacyjng sformutowang nastepujaco

21)

min|[x],
R Ax=y

Tak postawiony problem jest rownowazny problemowi programowania liniowego o wie-
lomianowej ztozonosci obliczeniowe;.

6. Przyklad zastosowania probkowania oszczednego

Na rysunku 4a) przedstawiony zostat obraz prezentujacy wynik rentgenowskiego badania
gestosci kosci, wykonany jako badanie progowe (wyszukiwanie obszarow o gesto§ci mniej-
szej niz podany prog). Jak widac, obraz ten jest obrazem rzadkim w swojej naturalnej posta-
ci. Duze powierzchnie tego obrazu sg jednokolorowe. Aby uzyskac taki obraz w diagnosty-
ce medycznej, konieczne jest wykonanie wielu pomiaréw. Wydaje si¢ (w $wietle wezesniej
przedstawionych faktow), iz idealnym bytoby zastosowanie w takim badaniu metod probko-
wania oszczgdnego. Jak pokazujg wykonane obliczenia numeryczne, w przypadku takiego
obrazu, wystarczy niewielka informacja na jego temat, by dokonaé¢ wiernej rekonstrukcji.

Na rysunku 4b) przedstawiony jest wykres wiernosci rekonstrukeji w funkcji ilosci da-
nych wstepnych posiadanych nt. obrazu. O$ y ukazuje wzgledny udziat pikseli zle zrekonstru-
owanych. Jak wida¢, pomiar danych rzedu 9% wystarcza do osiagnigcia wiernej rekonstruk-
cji obrazu (wszystkie piksele zostaty wiernie zrekonstruowane). Obliczenia przeprowadzone
zostaly zgodnie z algorytmami zaprezentowanymi w pakiecie | -magic [6].

7. Whioski

Probkowanie oszczedne jest polega na zmniejszeniu wymaganej ilosci pomiardw w pro-
cesie akwizycji danych. Akwizycja przeprowadzana jest z czgstoscig znacznie mniejszg niz
czesto$é Nyquista. Probkowanie oszczedne wprowadza juz na etapie akwizycji danych pro-
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ces odpowiadajacy kompresji w klasycznym podej$ciu. Akwizycja danych przeprowadzana
jest w taki sposob, aby w jej wyniku nie uzyskiwa¢ danych nadmiarowych. Jest swoistego
rodzaju potaczeniem samej akwizycji z procesem kompres;ji.

Pojawia si¢ oczywiscie problem, w jaki sposob ustalié, ktére elementy sygnatu nale-
zy probkowac, aby taki pomiar pozbawiony byl nadmiarowos$ci, a wierna rekonstrukcja
sygnalu byta mozliwa. W idealnej sytuacji sposéb pomiaru musi by¢ niezalezny od cha-
rakterystyki sygnatu mierzonego. Tylko w takiej sytuacji mozna mowi¢ o probkowaniu
oszczednym. Charakterystyke sygnalu mozemy poznaé, gdy bedziemy znali sygnat, a tego
wtasnie chcemy na wstepie uniknaé.

Metody compressed sensing ze wzgledu na swoja oszczednos¢ w procesie akwizycji da-
nych sa w wielu zastosowaniach niezastgpione. Chodzi tutaj przede wszystkim o wszelkiego
rodzaju sytuacje, w ktorych pomiar jest kosztowny, jak np. przy metodach obrazowania dla
celow diagnostyki medycznej. Koszt w tym wypadku rozumiany jest jako koszt ekonomicz-
ny (wysoki koszt badania z wykorzystaniem urzadzen diagnostyki medycznej) oraz jako
szkodliwy wptyw badan obrazowania medycznego na pacjenta.
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Rys. 4. Obraz rzadki, reprezentujacy gestos¢ kosci (a) oraz wykres wiernosci rekonstrukeji obrazu
w funkcji ilo$ci danych wstepnych posiadanych nt. obrazu (b)

Fig. 4. Sparse image that represents density of the bone (a) and image reconstruction accuracy
as a function of the amount of initial data (b)
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Innymi zastosowaniami mogg by¢ takie, w ktorych kosztowny jest przesyt badz skta-
dowanie danych. W szczegdlnosci metody compressed sensing mozna wykorzysta¢ do
kompresji danych, a co za tym idzie zmniejszy¢ ilo$¢ danych przesytanych badz sktado-
wanych. W sytuacjach, gdzie nadajnik ma ograniczong energi¢ (zasilane bateryjnie urzg-
dzenia umieszczone w trudno dostgpnych miejscach), ilo$¢ danych, jakie nalezy przestac,
ma niebagatelne znaczenie.

Probkowanie oszczedne posiada takze cechy szyfrowania danych. W procesie akwizycji
wykorzystywana jest losowa macierz. Aby dokona¢ rekonstrukcji sygnatu, konieczna jest
znajomos¢ tej macierzy. Bez jej znajomosci proces rekonstrukeji nie jest mozliwy.

Z metodami probkowania oszczgdnego powigzanych jest jednak wiele probleméw. Pod-
stawowym z nich jest ztozono$¢ procesu rekonstrukcji sygnatu z niepetnych danych, gdzie
wymagana jest duza moc obliczeniowa. Konieczne wydaje si¢ zaproponowanie nowych, wy-
dajnych oraz skutecznych (gwarantujagcych wysoka jakos$¢) metod rekonstrukeji. Rozsagdnym
wydaje si¢ by¢ takze zastosowanie odpowiedniego sprzgtu obliczeniowego gwarantujacego
odpowiednio duzg moc obliczeniows, a co za tym idzie krotki czas rekonstrukcji.
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