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Celem tego artykulu jest wykazanie, ze pojecie matematyka jest
istotne dla filozofii matematyki. Nowo§é przedstawionego ujecia
polega na tym, iz zaklada sie, ze przedmiotem zainteresowania
filozofii powinna byé spofecznosé matematykéw, a nie pojedynczy
matematyk w izolacji. I tu niektérzy matematycy mogliby zdziwié
sie slyszac, ze filozofia matematyki powinna w ogéle braé pod uwage
matematykéw. Przyzwyczajeni sa oni mysleé, ze filozofia ta jest
niemalze dziedzing badajaca podstawy lub galezia logiki matematy-
cznej. Przeciez filozofia matematyki zwykle zajmuje sie¢ pojeciami
liczb, zbioréw, funkcji rekurencyjnych, system6w formalnych, mode-
li itp. Zatem, gdzie tu jest miejsce dla matematykéw?

Pojecie matematyka ma znaczenie dla zagadnien poznania mate-
matycznego, ktore to zagadnienia sa podstawowe dla filozofii juz od
czas6w Platona. Wlaénie przekonanie Platona, ze wiedza matema-
tyczna jest wyrézniona i odmienna od wiedzy opartej na obserwacji,
doprowadzilo go do teorii idei. Podobnie, w sprawie dyskusji pomie-
dzy empiryzmem Hume’a aracjonalizmem Kartezjusza na ogét uwa-
za sie, ze na korzy$é racjonalistéw przemawia ich uznanie wiedzy
matematycznej za pewng i niepodwazalna. Jednak, aby bylo pozna-
nie muszg byé zar6wno ci, kt6rzy poznaja, jak i to, co jest poznawane.
W przypadku matematyki, tych co poznaja nazywamy ,matematy-
kami”, a to co poznawane ,twierdzeniami matematycznymi” lub
Lteoriami”.

Filozofowie opracowujg pewne idealizacje. Wazne jest wyjasnie-
nie og6lnych mozliwo$ci poznania, a nie poszczegélnych pytan o to,
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kto, kiedy i co wie. Zatem filozofowie zakladaja idealnego matema-
tyka i wyjasniaja, jakie atrybuty musi on posiadaé, aby poznawaé
matematyke. Méwi sie, ze na ile matematycy przyblizaja sie do
pewnego ideatu, na tyle poznaja.

Zanim rozpatrzymy kwestie dotyczaca spolecznosci, wyjasnij-
my role matematyka w filozofii. Przegladnijmy pokrétce wizerun-
ki idealnych matematykéw, zwykle zwigzane z poszczegélnymi
szkolami filozofii matematyki. Wedlug platonistéw wiec istnieje
rzeczywisto$¢ przedmiotéw matematycznych, ktéra determinuje
prawdziwos¢ lub falszywosé kazdego sgdu matematycznego. Wie-
kszo§¢ zagadnien platonistéw dotyczy natury tej rzeczywistosci,
na przyktad tego, czy jest ona zlozona wylacznie ze zbior6w spet-
niajacych aksjomaty ZF. Niemniej jednak po to, aby poprawnie
wyjasnié poznanie matematyczne, platonista musi wyjasnié¢ (co
najmniej idealnie), jak matematycy moga rozpoznaé prawdziwosé
lub falszywo$¢ zdan matematycznych. Jak wiadomo, wyjasniaja to
oni poprzez jintuicje matematyczng”. Matematyk ma specjalng
zdolno$é, ktéra umozliwia mu bezposrednio, intuicyjnie uchwycié
fakty rzeczywisto$ci matematycznej. Idealny matematyk ma do-
skonala, nieomylng i wyczerpujgcg intuicje.!” Poszczegélni mate-
matycy przyblizaja sie do tego idealu w réznym stopniu.

Wielu platonistow nie zgodziloby sie z teza, ze cale poznanie
matematyczne bazuje na bezposredniej intuicji; przyznaliby, ze wie-
ksza jego czes$¢ opiera sie na dowodach. Nie potrzebna jest intuicja
dla przesledzenia dowodu bedacego czysto logicznym przeksztalce-
niem. Intuicja jest zawezana do podstawowego poznania aksjoma-
téw, na ktérych dowody sie opierajg.

Jednakze wielu uznaje nawet ta zawezona koncepcje intuicji za
wade platonizmu; wydaje sie ona byé rozwigzaniem ad hoc. Logicysci
czy konceptuali$ci probujg usungé te wade poprzez ugruntowanie
cato$ci wiedzy matematycznej w dowodach. Same aksjomaty mate-
matyczne moga byé wyprowadzone z bardziej podstawowych zasad
logicznych. Zasady te pelnig role aksjomatéw, ale nie sg poznawane

Przypisy zamieszczono na koricu artykutu.
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przez intuicje. Sa bezwzglednie ogdlne i wystepuja w kazdym racjo-
nalnym mys$leniu. W konsekwencji, aksjomaty logiczne sg osiggalne
dla dowolnego podmiotu racjonalnego. Wedtug logicystéw, idealny
matematyk jest po prostu idealnym podmiotem racjonalnym. Nie
muszg zakladaé, ze istnieje jaka$ tajemnicza wiadza umystu w ro-
dzaju intuicji matematycznej.

Logicyzm natrafia jednak na trudnosé, kiedy prébuje okreslié
podstawowe zasady logiki. Pierwotne, naturalne zasady, jak to
niezaleznie wykazali Frege i Cantor, sg ze soba niespdjne. Zatoze-
nia logiki siegajace poza rachunek kwantyfikatoré6w zaczynajg
wydawag¢ sie coraz bardziej dowolne. Formalisci i konwencjonali-
$ci prébujg poradzi¢ sobie z ta sytuacja. Idealny matematyk, mé-
wia, jest obdarzony zdolnoscig swobodnego wyboru; czyni przed-
miotem swego badania dowolnie wybrany system aksjomatéw. Po
dokonaniu poczatkowego wyboru, cale matematyczne poznanie
jako takie jest juz tylko prawomocng dedukcjg formalng w danym
systemie formalnym. Zatem, poza dokonywaniem wyboréw, ide-
alny matematyk musi jedynie byé zdolny do prowadzenia dedukcji
formalnej. Nic dziwnego, ze idealny matematyk formalizmu jest
czesto charakteryzowany jako bawiacy sie znaczkami.

Niestety, formalne systemy sg arbitralne. Jak juz dawno
zauwazyl Quine, je§li matematyka bylaby tylko badaniem syste-
méw formalnych, to sformalizowana teoria mitologii greckiej
stanowilaby galaZ matematyki?. Intuicjonizm, ta dziwna filozofia
matematyki pochodzaca z Holandii, utrzymuje, ze systemy
formalne sg zbyt dowolne, aby ugruntowaé wiedze. Intuicjonizm
zgadza sie¢ z logicyzmem, ze poznanie matematyczne zasadza si¢
na dowodach lub, jakby powiedzieli, na konstrukcjach. Ale zaprze-
cza, ze rachunek predykatéw wyczerpuje wszelkie dziedziny
matematyki. Z drugiej strony, intuicjoni$ci zgadzaja sie z platoni-
stami, ze istnieje rzeczywisto§é matematyczna dostepna dla intui-
cji matematycznej. Zaprzeczaja jednak, ze ta rzeczywisto$é jest
i czeka na odkrycie, a w zamian uznaja, ze jest konstruowana
przez samych matematykéw. Rzeczywiscie, wydaje sie, ze kladgc
nacisk na ,podmiot twoérczy” intuicjonizm, spo$réd wszystkich
gléwnych filozofii, najbardziej jest wyczulony na role mate-
matykéw.
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Z tego przegladu widzimy, ze pojecie matematyka w filozofli ma-
tematyki wystepuje co najmniej implicite. Ponadto, réznice miedzy
wyobrazeniami na temat idealnego matematyka dobrze pokazuja
réznice pomiedzy gléwnymi kierunkami filozofii matematyki. Nie-
mniej jednak, pomimo réznic w tych wizerunkach, daja sie zauwazyé
pewne cechy wspélne. Na przyklad, zwykle zaklada sie, ze idealni
matematycy sg nieomylni, wieczni lub aczasowi, z nieograniczong
pamiecig oraz izolowani od innych matematykéw, ze sg istotami
psychicznymi pozbawionymi aspektu fizycznego. Latwo wskazaé
niektére konsekwencje logiczne takich idealizacji. Je§li idealni ma-
tematycy sa nieomylni, to mozliwo$§é btedu w matematyce jest wy-
eliminowana z filozofii matematyki. O ile konkretni matematycy sie
mylg, o tyle nie udaje im si¢ przyblizyé do idealnych matematykoéw,
a zatem filozofia si¢ nimi nie interesuje. Rozpatrzmy inny przypa-
dek: jesli idealni matematycy sa po prostu umystami oddzielonymi
od fizycznego kontekstu, to w filozofii mozna doktadnie wyznaczy¢
granice pomiedzy matematyka czysta a stosowang. Matematyka
czysta jest tym, co jest dostepne matematykowi idealnemu. Mate-
matyka stosowana opisuje spos6b w jaki idealny naukowiec, poprzez
obserwacje i eksperyment, postuguje sie matematyka czystg
w swych teoriach naukowych.

Jednakze, nie wszystkie cechy charakterystyczne, ktére zwykle
przypisuje si¢ idealnemu matematykowi, sa wzgledem siebie nieza-
lezne. Twierdze, ze podstawowe jest zalozenie méwiace, iz idealny
matematyk jest oddzielony od kazdego innego matematyka. Zaloze-
nie to oznacza w istocie, ze istnieje jeden i tylko jeden matematyk
idealny. Jesli przyjmiemy pojedynczego idealnego matematyka, to
inne okre$lenia otrzymamy w sposéb naturalny. Na przyktad, skoro
jest tylko jeden idealny matematyk m, to mozemy réwnie dobrze
przyjaé, ze m jest odwieczny lub aczasowy, a émieré tego idealnego
matematyka jest koricem matematyki i jej filozofii. Podobnie, skoro
jest jeden idealny matematyk, to réwnie dobrze mozemy przyjaé, ze
m jest nieomylny. Gdyby m byl omylny, to jak m mégtby zabezpieczyé
sie przed potencjalnymi bledami — czy poprzez sprawdzanie wszy-
stkiego dwukrotnie? (3-krotnie?, 4-krotnie?, n-krotnie?).

Zatozenie pojedynczego idealnego matematyka wywiera istotny
wplyw na to, jak filozofia konceptualizuje matematyke i matematy-
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koéw, ale przeciez mozemy nie przyjmowa¢ tego zalozenia. Dla prze-
prowadzenia idealizacji matematyka i dostarczenia filozofii odpo-
wiedniego pojecia, nie jest konieczne idealizowanie go jako istnieja-
cego w izolacji. Jest logicznie mozliwe usytuowanie idealnego
matematyka w spoleczno$ci matematycznej, jesli tylko dopuscimy
mozliwo$é idealnych spoleczno$ci matematycznych. Matematyka
staje sie wowczas przedsiewzieciem zbiorowym. Matematycy, nawet
idealni sa w stanie uprawia¢é i znaé matematyke tylko przez uczest-
nictwo w spoleczno$ci matematycznej. Chee zwré6cié uwage na to, ze
zalozenie idealnej matematycznej spotecznosci jest koniecznym pier-
wszym krokiem w rekonstrukgji filozofii matematyki.?

Rozumowanie swoje przedstawie w dwéch czesciach, z ktérych
kazda bedzie miata na celu wykazanie pozytecznoSci publicznych lub
zorientowanych na spoleczno§é teorii matematyki. Cze$¢ pierwsza
dotyczy nauczania matematyki. OczywiScie teorie pojedynczego pod-
miotu poznania (private theory)!, czy zorientowane na jednostke, nie
s3 w stanie wyjaénié¢ na czym ono polega, a tym samym wykluczajg
je z kregu powaznych zagadnien filozofii matematyki. Réwnie oczy-
wiste jest, ze teorie zbiorowego podmiotu poznania (public theory)
moga wyja$nié na czym polega nauczanie; trzeba tu wykazaé jednak,
iz nauczanie rzeczywiScie zastuguje na powazne potraktowanie w fi-
lozofii matematyki. Druga cze$¢ dotyczy tematu, ktéry ma wyrazne
znaczenie dla filozofii matematyki: pojecia dowodu oraz praktyki
dowodzenia. Bede chcial tutaj wykazaé, ze teorie zbiorowego podmio-
tu poznania podaja lepsze wytlumaczenie tego, na czym polega
dowodzenie niz teorie pojedynczego podmiotu.

Nauczanie a spotecznos$é matematyczna

Wezesniej zauwazyliSmy, ze teorie pojedynczego podmiotu zakladaja
idealnego matematyka m, ktéry jest odwieczny lub aczasowy. Jesli
m zniknie, to matematyka wraz z nim. Z drugiej strony, teoria
zbiorowego podmiotu idealnej matematycznej spoteczno$ci nie musi
zakladaé tego, ze kazdy jej uczestnik jest odwieczny. Spolecznosé
moze przetrwagé straty starych czlonk6éw tak dtugo, jak dlugo zabez-
piecza sie wprowadzajac nowych. Rzeczywiscie, z formalnego pun-
ktu widzenia, procedury wprowadzania nowych czlonkéw sa cechg
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charakterystyczng idealnej matematycznej spotecznosci. Te proce-
dury sg czeScig tego, co umozliwia spoteczno$ci trwanie pomimo
zmian jej czlonkéw. Procedury wprowadzania nowych cztonkéw
w kazdej spoleczno$ci matematycznej sa w wiekszej czesci deter-
minowane przez jej praktyki ksztalcenia. Trwanie zatem spoteczno-
$ci w czasie jest SciSle zwigzane z jej procesem nauczania. Nic wiec
dziwnego, ze nauczanie jest wazne dla epistemologii zbiorowego
podmiotu poznania.

Z punktu widzenia zdrowego rozsadku, mysl, ze ksztalcenie ma-
tematykéw ma znaczenie dla filozoficznego rozumienia matematyki,
wydaje sie zupelnie oczywista. Rzeczywiscie, pierwsze doswiadcze-
nie matematyczne wiekszo$ci matematyké6w ma miejsce podczas
nauczania i uczenia sie: wszyscy oni zostali wprowadzeni do swych
spoleczno$ci przez swoich nauczycieli. Poza tym, wiekszo§é matema-
tykéw spora cze$¢ swego czasu po§wieca nauczaniu. Zrédlem utrzy-
mania matematykow jest uczenie matematyki; w ten sposéb zara-
biajg oni pieniadze.

Jednakze, z perspektywy epistemologii pojedynczego podmiotu
proby zwigzania uczenia z filozofig sg wyklete. Prywatna teoria
jednego matematyka nie moze nawet opisaé nauczania, a co dopiero
je wyjasnié. Po prostu, nie ma wiekszego sensu w tym, zeby jeden
matematyk w izolacji uczyt siebie lub uczyl sie od siebie (co najwyzej
moze zdobywaé wiecej wiedzy). Stad, kazdy zwolennik teorii poje-
dynczego podmiotu poznania musi wykluczy¢ ksztalcenie jako po-
wazng kwestie w filozofii. Choé nie jest moim celem zaoferowanie
jakiej$ odpowiedniej teorii nauczania, to chciatbym pokazaé, jak taka
teoria moglaby wptynaé na calo$ciowe rozumienie matematyki.

To, ze matematyka jest wzbogacana przez nauczanie jest oczywi-
ste, natomiast nowos$cig jest moje twierdzenie, ze nauczanie ma
znaczenie dla filozofii matematyki.® Rozpatrzmy to twierdzenie sto-
sujac je do przetestowania kilku znanych pogladéw dotyczacych
matematyki. Wezmy stanowisko zaktadajace istnienie podstawo-
wych czy fundamentalnych dzialéw matematyki. Z punktu widzenia
filozofii zajmujacej si¢ podstawami matematyki teoria mnogosci
z logika, systemy formalne, teoria modeli i teoria rekurencji sa jej
podstawami. Jednakze, z perspektywy ksztalcenia otrzymujemy zu-
pelnie inny podziat. Podstawowymi dyscyplinami sa elementarna
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algebra i geometria, analiza i algebra liniowa, jak réwniez coraz
cze$ciej informatyka. Sa to wspélne dziedziny, ktére kszalttuja i ujed-
nolicaja praktyke matematyczng zaréwno uczniéw i nauczycieli, jak
1 wszystkich specjalistéw. Matematycy nie zgadzajg sie co do tego,
czym sg i jakie majg znaczenie aksjomaty teorii mnogosci. Zgadzaja
sie oni co do twierdzen analizy, a na zebraniach dyskutujg jak, i na
podstawie ktérych podrecznikéw powinno sie jej uczyé. Uwazam, ze
takie dyskusje mogg tyle samo zaoferowaé filozofii, co odbywajace
sie od czasu do czasu sympozja dotyczace podstaw matematyki.
Rzeczywiscie, na korzy$¢ porzadku ksztalcenia przemawia to, ze
wszystko, co tradycyjnie uwazano za podstawy, zaczyna wygladaé
jak nadbudowa.

Ponadto, to raczej praktyka nauczania, nie za$ czasopisma filozo-
ficzne, moze funkcjonowaé na podobienstwo sejsmografu, ktéry wy-
krywaé bedzie kazdy ,,wstrzas” w podstawach matematyki. Jestem
na przyklad przekonany, ze informatyka, ktéra nieuchronnie wpro-
wadza sie do programu uczenia matematyki, wnosi ze sobg ponowne
zwrécenie uwagi na kombinatoryke i matematyke finitystyczna.” Za
zmiany te trzeba placié¢ (nie mozna przeciez uczyé wszystkiego),
sadze wiec, ze w konsekwencji kadzie si¢ mniejszy nacisk na bar-
dziej abstrakcyjne i nieskoniczono§ciowe dziedziny klasycznej mate-
matyki, takie jak teoria mnogosci i topologia. Ten pobieznie zaryso-
wany przyklad moze nie jest zbyt precyzyjny, ale pokazuje, jak
zasadnicze zmiany w ksztalceniu moga wptywaé na zasadnicze prze-
organizowane calo$ci. Po latach, zmiany te moga byé zauwazone,
uznane i ,uprawomocnione” w czasopismach filozoficznych.

Zwykle czas matematykéw dzieli sie na uczenie i badanie. Na-
uczanie jest dla matematyk6w Zrédlem pieniedzy, a praca badawcza
przynosi im prestiz. A jednak, niespodziewanie, perspektywa peda-
gogiczna moze bardziej przyczynié¢ sie do lepszego zrozumienia od-
krycia niz tradycyjne epistemologie pojedynczego podmiotu pozna-
nia. W przypadku koncepcji pojedynczego podmiotu, filozofia jest
zZmuszona ograniczyé swoje zainteresowania do sposobéw sprawdza-
nia dowod6éw. To uzasadnienie, a nie odkrycie, wedlug wielkiego
filozofa Fregego®, jest zajeciem matematykéw. W epistemologii poje-
dynczego podmiotu odkrycie w ogéle nie podlega wyjasnianiu, jest
zupelnie tajemnicze, zatem lepiej uznaé je za nieistotne i pozostawi¢
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psychologii. Tradycyjne filozofie matematyki osiagaja swa solidno$é,
klarowno$é i rygor poprzez skupienie si¢ na zawe¢zonym polu wery-
fikacji dowod6éw. Gdy przychodzi do przeanalizowania odkrycia do-
wodu filozofie takie staja si¢ metne, jak najbardziej metna estetyka,
paplajaca o twoérczosci, snach 1 szcze$ciu Poincaré do autobuséw.®

Z drugiej strony, jak najbardziej ma sens méwienie o ksztalceniu
twoérczych matematykéw. Czasami uwypukla sie¢ aspekt twérczy
bardzo wyraznie, na przyklad prowadzac zajecia w stylu Moore’a.
Aspekt ten mozna réwniez dostrzec, choé jest bardziej ukryty, w ta-
kich znanych koncepcjach, jak zajecia, podczas ktérych tak uczniom
strukturalizujemy material, zeby sami mogli dokonaé odkrycia; czy
tez prespicuous organization, gdy to oddzielamy lematy, twierdzenia
i wnioski i w ten sposéb uczymy studentéw jak krok po kroku przy-
blizaé sie do odkrycia korzystajac z odkryé wezeéniejszych. W zycz-
liwym otoczeniu uczacych si¢ nawet btedy moga odgrywaé pozytyw-
ng role. Tam blad nie jest po prostu odejSciem od prawdy (lub
~grzechem”, jak w epistemologii pojedynczego podmiotu poznania
u Kartezjusza), ale okazja do dalszego rozwoju, zar6wno poprzez
rozpoznawanie bledéw (odkrycie), jak i w przezwyciezanie ich (kolej-
ne odkrycie). Méwiac ogélnie, uczenie daje mozliwo$§é odpowiedzi na
pytania dotyczace odkrycia matematycznego, podczas gdy tradycyj-
na filozofia takich pytan nie moze nawet poprawnie postawié.

W konicu, gdy uznaliSmy, ze nauczanie matematyki odgrywa
wazng role dla filozofii matematyki, to mozemy stwierdzié, ze jed-
nym z wazniejszych zagadnien stojacych przed matematykami jest
pytanie o to czego i jak uczyé. Poprzez rozpatrywanie tych pedagogi-
cznych kwestii matematycy stajg wobec podstawowego pytania: co
jest celem matematyki? Wyrabiaja umiejetno$¢ krytycznego mysle-
nia i okre§lajg ksztalt spoleczno$ci matematyczne;j.

Sadze, ze epistemologia pojedynczego podmiotu poznania moze
wytyczyé matematykom tylko jeden cel, a mianowicie gole zdobywa-
nie wiedzy matematycznej. Ten cel jest czesto strojony we frazesy
typu: ,wiedza jest dobrem” lub ,wiedza jest potega”. Obawiam si¢
jednakze, iz slogany te nie moga zamaskowaé zenujgcego ubéstwa
tej sytuacji, ubéstwa, ktére zdradza brak wszelkich krytycznych lub
warto$ciujacych sktadowych. Nie cala matematyka jest dobra mate-
matyka. Z drugiej strony, to co jest w powszechnym rozumieniu
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dobra matematyka uwidacznia si¢ w praktyce nauczania. Po to by
uczyé, spoleczno$§¢ musi ocenié swa wiedze, poddaé ja krytyce, zde-
cydowaé ktére zagadnienia pomingé, a ktére odlozyé zupekie do
lamusa. Takie krytyczne i okrawajace dzialania matematykéw stajg,
sie wspdlczeSnie coraz wazniejsze z powodu eksplozji osiagnieé
w matematyce i ptodnosci jej teorii.’° Rosnie przepasé pomiedzy tym,
czego sie uczy, a tym, co zostalo (rzekomo) udowodnione. A zatem,
z punktu widzenia spotecznego modelu, jednym z cel6w matematyki
jest przedstawienie w nauczaniu nowych osiagnieé. Teoretycznie,
powinno byé mozliwe zakrojone na szeroks skale i autentyczne
propagowanie matematyki poprzez ksiazki i artykuty, ktére zawie-
ralyby nie tyle nowe rezultaty, co wyjasnialyby i opracowywaty
dawniejsze wyniki w nowy, przystepny sposéb. Co wiecej, te teorie
dotyczace matematyk6w, w ktérych podmiotem poznania jest grupa,
moga wplynaé na nasza koncepcje celu uprawiania matematyki, jak
réwniez na nasze oceny dokonari matematykéw.

Twierdze, ze zwrécenie uwagi na uczenie matematyki moze wpty-
naé na nasze rozumienie matematyki. Wnioski mojego rozumowania
sa nastepujace: skoro nauczanie moze dotyczy¢ tylko spolecznosci
matematykéw, to preferujemy epistemologie podmiotu zbiorowego,
a nie pojedynczego. I tu tradycjonalista méglby, na pierwszy rzut
oka, poczué sie dotkniety. Zgoda — méglby powiedzieé — ze uczenie
jest zwigzane z praktyka matematyki, a nie z jej filozofig. Uczenie
jest byé moze interesujace, ale dla socjologii, a nie dla filozofii.
Cytujac Fregego i innych klasyk6w, tradycjonalista moze podkre-
$laé, ze filozofia spelni swoje zadania, je§li bedzie w stanie wyjasnié
jak matematycy uzasadniajq tezy poznania. Uczyé jednakze mozna
tylko tego, co si¢ samemu wie, zatem trzeba najpierw odpowiedzieé
na pytania dotyczace wiedzy, zanim bedzie mozna postawié pytania
o uczenie innych. Znaczacym zagadnieniem epistemologii jest wyjas-
nienie jak matematycy dowodza twierdzen. Epistemologia podmiotu
zbiorowego, chcac umocnié swg pozycje, musi sie zajaé problemem
dowodu. Zajmijmy si¢ tym zagadnieniem i sprébujmy pokazaé, co
osiagniemy w tej kwestii przechodzac od dotyczacych matematykéw
teorii podmiotu pojedynczego do teorii podmioty zbiorowego.
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Teorie zbiorowego podmiotu poznania a istota dowodu

Uwazam, ze uzasadnianie wiedzy matematycznej i dowodzenie
twierdzen w swej istocie jest dzialalno$cig spoteczng. Rozwija si¢ ona
jedynie w spoleczno$ci matematykéw i nalezycie moze byé rozumia-
na tylko w epistemologii uznajacej spoteczno$é matematyczng. Teza,
ze uzasadnienie matematyczne jest aktywnoscig publiczna, nie im-
plikuje tego, ze zaden czlonek spolecznosci nie moze sam przeprowa-
dzi¢ dowodu twierdzenia. Znaczy to raczej, ze aktywnosé pojedyncze-
go podmiotu wywodzi si¢ z aktywnosci grupowej, lecz nie odwrotnie.
Analogicznie — mozna prowadzié¢ pamietnik, mimo ze pisanie i mé-
wienie jest w swej istocie aktywno$cig spoleczng. Rzeczywiscie, ta
analogia sugeruje bezposredni argument na rzecz zbiorowego cha-
rakteru uzasadnienia matematycznego. Jest tak, poniewaz w uza-
sadnienie matematyczne angazujemy zdolno$¢ postugiwania sie je-
zykiem matematyki. Jednakze, jak zauwazyl Quine, jezyk jest umie-
jetnoScia spoleczng, a wedtug Wittgensteina i Kripkego niemozliwe
jestistnienie jezyk6w prywatnych.! Stad, jezyk matematyczny musi
byé jezykiem publicznym. To pokazuje, ze matematyczne uzasadnie-
nie jest umiejetnos$cia spoleczna i potrzeba spolecznosci do jej upra-
wiania.

Tak zwany argument dotyczacy jezyka prywatnego dokladnie
oméwilem w innym miejscu'?, przedstawienie tutaj jego detali zbyt-
nio odwiodloby nas od zasadniczego tematu. Wystarczy nadmienié,
ze rozumowanie zasadza sie na tym, iz matematyk w izolacji mégtby
nie odréznié tego, ze $cisle przestrzega regul, od tego, ze jest przeko-
nany, ze je SciSle przestrzega. A zatem, tylko w spoteczno$ci prakty-
kéw mozna wykryé bledy i poddaé je krytyce; liczg sie caloSciowe
dokonania grupy (choé dopuszczalne sg indywidualne odstepstwa).
W kazdym razie, celem tego artykulu nie jest wskazanie, ze dowody
muszg bazowaé na spoleczno$ci, chce jedynie tylko pokazaé, ze
kontekst spoteczny ma znaczenie dla pojecia dowodu.

W kontekscie spolecznym, podstawowym pojeciem jest dowodze-
nie wynikéw matematycznych, przy czym jest ono pojmowane jako
pewnego rodzaju dziatanie lub proces. Faktyczne czy idealne dowody
sg wytworami tych proceséw.
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Wydaje si¢, ze najpelniejszg analize dowodzenia z perspektywy
spolecznoSci matematycznej podat Imre Lakatos. Pozwole sobie krot-
ko przedstawié¢ wyniki Lakatosa dotyczace dowodu, a nastepnie
wyjaénié ich zwiazek ze spotecznoscia.’® Wedtug Lakatosa, praktyka
dowodzenia twierdzen jest dtugotrwatym procsem. Wychodzac od
hipotezy, matematycy rozpatrujg idee dowodéw, przekonujace, pro-
babilistyczne rozumowania na rzecz hipotezy — dowody szkicowe.
Jednakze, szkice te nie sa pelnymi dowodami, nie pretenduja do
bycia przekonujacymi argumentami. Idee dowodéw sg raczej podo-
bne do eksperymentéw myslowych. Najczesciej rozkladaja hipoteze
na zbiér lematéw (hipotez pomocniczych). Idea dowodu taczy lematy
w wyjSciowa hipoteze.

Idee dowodéw nie sa wprost przedmiotem krytyki, w zasadzie sg
niejako dopiero zaproszeniem do krytyki. Bez krytyki, idee dowod6w
nie mogg rozwinaé si¢ w dowody. Krytyka czesto przybiera postaé
dostarczenia kontrprzykladéw i Lakatos dzieli kontrprzyktady na
dwa rodzaje: lokalne i globalne. Kontrprzyklady jako takie, sg oczy-
wiécie r6wniez konstrukcjami matematycznymi, ktérych ostateczne
dowody matematyczne zaczynaja si¢ od idei dowodu itd. Kontrprzy-
ktady lokalne falsyfikujg lemat z idei dowodu, lecz nie wyjs$ciowa
hipoteze. Wyjsciowa hipoteza jest utrzymywana, poniewaz by¢é moze
inna idea dowodu jg wesprze. Ponadto, wraz z wykryciem lokalnych
kontrprzyktad6w, matematycy moga przejrzeé inne lematy, by sie
przekonadé, czy wéréd nich nie ma jakich$ interesujacych twierdzen.
Globalne kontrprzyklady natomiast falsyfikujg wyjsciowe hipotezy,
lecz nie lematy z idei dowodu! Dlatego wyj$ciowa idea dowodu jest
utrzymywana. Byé moze jest ona ideg jakiego$ dowodu, mimo ze nie
dowodu tego, co na poczatku zamierzaliSmy udowodnié.

Kontrprzyklady zatem nie przerywaja procesu dowodzenia, na-
wet je§li dotycza one idei dowodu. Przeciwnie, kontrprzyklady sa
impulsem dla dalszych odkryé. Hipoteza moze byé wysubtelniana
w celu uchylenia globalnego kontrprzykladu. Ten proces poprawia-
nia moze byé czym$ naturalnym, oddaniem tego, co chcemy powie-
dzieé, ale zbyt niedbale to wyraziliémy w pierwszym sformulowaniu;
moze tez rodzié pytania lub zmiany definicji terminéw w celu unik-
niecia kontrprzyktadu. Powtérzmy, idea dowodu moze byé modyfi-
kowana w celu uchylenia niepozadanego kontrprzykiadu. I tak, do-
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wodzenie wydaje sie by¢ uszlachetnianiem hipotezy przez modyfiko-
wanie idei dowodu. A to z kolei prowadzi nas do bardziej skompliko-
wanych kontrprzykitadéw i krytyk. Po akceptacji krytyki moga poja-
wié sie jeszcze bardziej wyrafinowane hipotezy i idee dowodéw. I tak
dalej, bez korica. Nawet jesli idea dowodu rozwija sie krok po kroku
w poprawnej dedukcji systemu formalnego, zawsze jest mozliwe
podwazenie niesprzecznosci systemu, jego relewancji lub sposobu
jego interpretacji.

Lakatos, tak jak go odczytalem, méwi, ze dowéd matematyczny
jest mniej lub bardziej stalym wzorcem rozumowania, ktéry jest
wynikiem tego procesu i ma moc przekonywania ogromnej wiekszo-
§ci spolecznoSci matematycznej. Sklania si¢ on do rozpatrywania
dowodéw w kategoriach biologicznych takich jak wzrastanie w cza-
sie lub osigganie dojrzatosci przez dowody. Dlaczego ujecie dowodu
wedlug Lakatosa ma charakter publiczny? A w szczegélnoSci, jak
jest w to uwiklana spoleczno§¢ matematyczna? Jedng odpowiedz
nasuwa sama forma jego wypowiedzi, ktérg jest dialog albo gra
odbywajaca si¢ na lekcjach matematyki. R6zni uczestnicy pelnig
rézne role w odkrywaniu danego dowodu. Na poczatku sg pytajacy,
ktérzy wydobywajg interesujace zagadnienie, dalej pomystodawcy,
ktérzy stawiaja ramowe hipotezy i idee dowodéw, nastgpnie formu-
tujacy wypowiedz, potem krytycy, ktérzy znajdujg braki w wyni-
kach, wreszcie ci, ktérzy te usterki usuwaja i tak dalej. Matematyka
jest gra zbiorows, a matematycy sg druzyng zawodnikéw. Pojedyn-
czy matematyk niewatpliwie moze uprawiaé cze§¢ matematyki sa-
motnie, lecz moze to robi¢ dlatego, ze przyswoil sobie spoleczne
reguly matematyki. Jesli si¢ nie myle, to Lakatos odwraca platoriskie
dictum méwiace, ze panstwo jest rzadem dusz. Wedlug Lakatosa
indywidualnym matematykiem rzadzi spoleczno$¢é matematyczna.

Jednakze, w pogladach Lakatosa mozna znalez¢é glebsze uzasad-
nienie przemawiajgce na rzecz roli spoleczno$ci. Wynika ono z jego
stanowiska Lakatosa podkre$lajacego, ze (nieformalne) dowody wy-
rastaja w reakcji na krytyke. Czesé takiej krytyki jest automatyczna.
Sa algorytmy sprawdzania dedukcji w teoriach formalnych, zatem
pojedynczy matematyk moze, w zasadzie, przeprowadzié ten rodzaj
krytyki. Lecz wigkszo§é krytyki nie jest automatyczna, w pierwszym
rzedzie jest skierowana na wyb6r systemu formalnego, na jego
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interpretacje i zastosowania. Tu wlasnie potrzebujemy dzialania
spoleczno$ci matematycznej dla uznania stusznosci krytyki i dla
ugruntowania przekonania. By¢ moze byloby inaczej, gdyby istniat
jeden system dedukcyjny kodyfikujacy cala matematyke. Jednakze,
jak wiemy z pracy Gédla, taki system nie istnieje.!*

Dlatego tez na ogét matematyczne dowody, wyrazenia i inne
konstrukcje posiadajg pewng otwarto$é i elastyczno$é. Mozna je
parafrazowaé, przeformulowywaé i uzupelniaé¢ na ré6zne sposoby;
dlatego tez moga one byé ttumaczone na dowolny system formalny.
Mozna powiedzieé, ze dowéd nieformalny wyznacza otwartg klase
lub rodzine, uzywajac okreslenia Wittgensteina, bardziej uszczegé-
lowionych dowodéw. (Z perspektywy formalizmu, nieformalny do-
wod jest zawsze rozmyta wersja pewnego jednego tkwiacego u jego
podstaw dowodu formalnego). Dla Putnama mozliwo§é parafrazowa-
nia jest gléwng cecha charakterystyczng matematyki: ,Moim zda-
niem gléwng cechg charakterystyczng wyrazen matematycznych
jest to, ze posiadajg duzg ilo§¢ réwnowaznych sformulowan. Nie
chodzi mi tylko o trywialny aspekt ilosci (kazde wyrazenie posiada
oczywiScie nieskoniczenie wiele rétwnowaznych sformutowan); chodzi
mi raczej o to, ze wyjatkowo zdumiewajaca jest liczba sposobéw
wyrazenia tego, co jest w pewnym sensie jednym faktem (jesli to
wyrazenie jest prawdziwe), podczas, gdy pozornie méwimy or6znych
przedmiotach.”

Latwo zauwazyé, ze to, co Putnam méwi o wyrazeniach, odnosi sie
réwnoprawnie do dowodéw. W matematyce istnieje wiele réznych
drég dojscia do tego samego punktu. Takie nieformalne dowody nie
tylko umacniajg przekonania, ale mogg tez prowadzi¢ do nowych
odkryé. Dowéd formalny moze byé dtugi i ztezony, nie mozna go tatwo
bez bledu przepisaé, a co dopiero zapamiegtaé i zastosowaé. Dowody
nieformalne mozna umie$cié w strukturach matematycznych na
réznych poziomach specjalizacji. Przyktadowo, wiele dowod6w moz-
na po prostu zapisywaé w kategoriach prostej (wprawdzie nie do-
kladne;j) idei dowodu, naturalnego kontrprzyktadu i chwytu uchyla-
jacego ten kontrprzyklad. ,Przepis” taki mozna wprowadzi¢ w zycie
na wiele sposob6éw; r6zni matematycy moga réznie uzupetnia¢ szcze-
g6ty w tym samym badz réznych systemach. W tym modelu, po to by
uzupehié¢ dany dowéd, matematycy mogliby bardziej zaufaé wpra-
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wie niz pamieci. Co wigcej, przepis taki mozna bardziej radykalnie
przeksztalcié, mozna uczyni¢ go mniej lub bardziej ogélnym,
a w ogélnej postaci mozna go ponownie zastosowaé w innych konte-
kstach. Takie dowody sa o wiele bardziej wiarygodne niz jakakol-
wiek konstrukcja pojedynczego podmiotu. Mogg one uchronié sie od
pomylek w danej formalizacji, poniewaz jest ona wspierana przez
wiele innych formalizacji. Taki poglad na temat dowodu zostal
réwniez wyrazony przez De Millo, Liptona i Perlisa, kt6rzy opierajg
go na podstawowym zalozeniu, ze dowdd jest wiadomoscia w spote-
czno$ci matematycznej.'® Méwiac ogélnie, dowéd jest tym, co prze-
konuje matematykéw.

W ramach epistemologii podmiotu grupowego rozwazanie dowo-
déw w pojeciach biologicznych, jak proponuje Lakatos, nie jest nie-
naturalne. Dowody wzrastaja w czasie. Z perspektywy filozoficznej
nalezy podkresli¢, ze ten proces moze trwaé nieograniczenie dhugo.
Dowody moga sie po prostu ciagle rozwijaé. W zasadzie, stanowisko
takie jest konieczne, aby zapobiec podejrzeniu, ze istnieje jaki$
wyrézniony ideal, wedlug ktérego rozwijaja sie dowody, taki jak na
przyklad formalna dedukcja w teorii mnogosci ZF. Dowody moga
stale sie rozwijaé, poniewaz sa zawsze przedmiotem krytyki, a nasze
pomysty krytyki podobnie jak zainteresowania i oceny, ciagle ewo-
luuja. Jednym ze sposob6w uwiarygodnienia tego pogladu jest cho-
ciazby uwzglednienie krytyki estetycznej. Latwo sobie wyobrazié, ze
dowody zawsze bedziemy mogli uatrakcyjniaé, skoro ciagle sie zmie-
niajg standardy elegancji, a nowe pomysly matematyczne zawsze sa
dostepne. Ponadto sadze, ze godny uwagi jest poglad, iz matematy-
czna krytyka moze zawieraé dwie sktadowe zar6wno logiczna, jak
i estetyczng — na przyklad wtedy, gdy brzydki dowéd nie jest prze-
konujacy. RzeczywiScie wyglada na to, ze konflikty w matematyce —
réwniez te wéréd badaczy podstaw — czasami odwoluja sie do poczu-
cia smaku estetycznego, z czego matematycy czesto zdaja sobie
sprawe. Dotychczas po prostu nie bylo wiadomo, co z tym zrobié.
W epistemologii podmiotu grupowego mozna natomiast uchwyecié
estetyczny wymiar matematyki."

Pomijajac estetyke, jest filozoficznie wazne zwrécenie uwagi na
fakt, ze dowody nieformalne, w rozumieniu Lakatosa, moga sie¢
rozwijaé. Z matematycznego punktu widzenia jednakze, podkresli¢
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trzeba, ze po krétkim czasie proces ten moze doprowadzié do wzgled-
nej pewno$ci matematycznej. Faktycznie rozumowanie Lakatosa
opieralo sie na zalozeniu, ze matematycy rzeczywiScie dowodza
twierdzen w postaci dowodéw nieformalnych. Bledem bytoby sadzié,
ze Lakatos, czy w ogdle epistemolodzy uwzgledniajacy podmiot gru-
powy proponuja jaki§ nowy rodzaj dowodu. Nieformalne dowody sq
faktycznymi dowodami praktyki matematycznej; kwestig sporna
jest jak te dowody interpretowad. Lakatos sugerowat jedynie, ze dla
zrozumienia matematyki nie jest konieczne zastapienie tych dowo-
déw sformalizowanymi namiastkami, a ponadto, ze gdyby$émy te
zmiany dokonali, to wtedy wiekszo§é matematyki stataby sie niezro-
zumiata. Byl przekonany, ze jego podejscie do dowodu jest bardziej
zgodne z praktyka matematyczng niz na przykiad formalistyczna
koncepcja dowodu. Lakatos oczywi§cie nie obiecywal pewno$ci abso-
lutnej, wiedziat przeciez, ze nikt nie moze dotrzymaé takiej obietnicy.

Prébowatem pokazaé, ze pojecie dowodu moze byé ujete w ramach
epistemologii podmiotu grupowego, gdy punktem wyjscia jest spote-
czno$¢ matematykéw. Paradygmatyczne przyklady stanowig tu
oczywiScie faktyczne dowody z codziennej praktyki matematyczne;j.
Zmienil sie tylko zbiér pozytecznych filozoficznie pojeé potrzebnych
do zrozumienia dowod6w. Te pojecia to hipoteza, idea dowodu, lemat,
krytyka, kontrprzyktad, dow6d zmodyfikowany, wyrazenie réwno-
wazne, uogélnienie, zastosowanie, reinterpretacja i wzgledy estety-
czne. Propozycja takiego ujecia w efekcie mogtaby zdecentralizowaé
filozofie matematyki. Stad refleksja filozoficzna w znacznej mierze
musiataby pojawié sie lokalnie, w obrebie teorii graféw, ré6wnan
rézniczkowych, topologii algebraicznej itp. Nie ma powodu, dla kt6-
rego mielibySmy scedowaé filozofie matematyki na specjalistow
w jednej tylko dziedzinie, nawet jesli ta dziedzing jest teoria mnogo-
§ci. Szczeg6ly tego programu z pewnoS$cig muszg jeszcze byé dopra-
cowywane, nadal pozostajac kwestig filozoficzna.

Konkluzja

W eseju tym wyszliémy od pojecia matematyka i spostrzezenia, ze
pojecie to mozna idealizowaé na rézne sposoby. Zarysowali§my pod-
stawowg réznice pomiedzy koncepcjami pojedynczego i zbiorowego
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podmiotu poznania matematycznego. Z zatozenia, teorie pojedyncze-
go podmiotu poznania dotyczace matematykéw rozpatruja przypad-
ki pojedynczego matematyka pracujacego w izolacji. Teorie zbioro-
wego podmiotu poznania istotnie wykorzystuja fakt, ze matematycy
pracuja w spoleczno$ci. Twierdzili§my, ze tradycja zacheca do prefe-
rowania teorii pojedynczego podmiotu oraz, ze wspélzawodnictwo
miedzy tradycyjnymi szkotami filozofii matematyki jest wspélza-
wodnictwem pomiedzy dotyczacymi matematykéw teoriami poje-
dynczego podmiotu poznania. W dalszej cze$ci artykutu prébowatem
przedstawié teorie zbiorowego podmiotu jako alternatywna propozy-
cje dla powaznej filozofii matematyki. Rozpatrywaliémy kwestie
nauczania matematyki i dowodziliémy, ze jest ono wazna sktadowsq
praktyki matematycznej, §ci§le zwiazang z innymi aspektami mate-
matyki oraz ze ksztalcenie mozna wyjasnié tylko w modelach
uwzgledniajacych podmiot zbiorowy. Nauczanie nie jest tradycyjnie
uznawane za jedno z gléwnych zagadnierr filozofii matematyki,
w przeciwienistwie do dowodu matematycznego. Dlatego zajeliSmy
sie pojeciem dowodu i pr6bowali§my pokazaé, jak to pojecie przed-
stawia sie¢ w perspektywie epistemologii podmiotu grupowego. Do-
szliémy do wniosku, ze dowody od strony ich powstawania w spote-
czno$ci matematycznej prezentuja si¢ zupeilnie odmiennie niz jako
formalne dowody przeprowadzone przez pojedynczych, izolowanych
matematykéw.

Argumenty te sg bardzo ptodne. Wnoszg one do filozofii matema-
tyki pewne zagadnienia, ktére sg zasadnicze dla wspélczesnej epi-
stemologii i filozofii nauki. Co wigcej, daja one filozofii blizszy pra-
ktyce, nowy sposéb ujmowania i charakteryzowania matematyki.
Robiac miejsce dla pojecia matematyka byé moze robimy réwniez
miejsce dla samych matematykéw.

Przetozyta Anna Kanik.
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PRZYPISY

1 Co ciekawe, platonski ideal moze okazaé si¢ niemozliwy, gdy potraktujemy
sformalizowang wersje zdania: ,Nikt nie zna tego zdania” jako wyrazenie matematy-
czne. Czy idealny matematyk je zna, czy nie? Szersze oméwienie tego zagadnienia zob.
w moim ,An Unsolved Puzzle About Knowledge”, The Philosophical Quarterly,
October 1984.

2 Te krytyke przekonujaco przedstawia Willard Quine w ,Truth by Convention”,
w ksigzce pod red. O.H. Lee, Philosophical Essays for A.N. Whitehead, New York:
Longmans 1936.

3 Mysl, ze rola spolecznosci w matematyce musi byé wzieta pod uwage przez
filozofie matematyki byla ostatnio przedstawiona przez Philip Kitcher w The Nature
of Mathematical Knowledge, Oxford Uniwersity Press 1983. Jest ona réwniez wyraznie
zaprezentowana w: Philip Davis i Reuben Hersh, The mathematical Experiece, Boston:
Birkhauser 1982, i oczywiscie przez Raymond Wilder. Jedno z najwczeéniejszych
sformulowan tej tezy pojawia sie u L. White'a, ,The Locus of Mathematical Reality:
An Anthropological Footnote”, Philosophy of Science, 17 (1947), ss. 189-203.

‘w tym artykule ttumaczy si¢ ,private theory” jako ,teoria pojedynczego podmiotu
poznania”, choé jeszcze bardziej precyzyjnie byloby tltumaczyé ,teoria, ktéra zaktada
pojedynczy podmiot poznania” oraz ,public theory” jako ,teoria zbiorowego (czasami
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