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Oswajanie patologii matematycznych

Domestication of mathematical pathologies

Streszczenie

Terminy: patologia, patologzczny wystepuja w tekstach matematycz-
nych. Istotne jest to, ze w odréznieniu od negatywnych skojarzen
wigzanych z tymi terminami w zyciu codziennym oraz w niektérych
naukach (np. patologie spoleczne, psychopatologie, itp.), w matema-
tyce uzycie tych terminéw oznacza zwykle, ze mamy do czynienia
z czym§ tworczym. Ten kreatywny aspekt patologii matematycz-
nych jest tematem niniejszych refleksji. Dodam tez uwagi dotycza-
ce miar stopni dostepnosci poznawczej obiektéw matematycznych.
Niniejszy tekst opracowany zostal w ramach projektu badawczego
NCN nr 2015/17/B/HS1/02232 Aksjomaty ekstremalne: aspekty lo-
giczne, matematyczne i kognitywne. Prezentowany byl podczas XI
Polskiego Zjazdu Filozoficznego w Lublinie w 2019 roku.

Stowa kluczowe: obiekt patologiczny, kontrprzykltad, oswajanie pa-
tologii

Summary

Certain mathematical objects are called paradoxical or pathological.
Such terms have negative connotations in common usage, in psy-
chology, and in social science. However, the situation is different in
mathematics. Emergence of mathematical paradoxes or pathologies
always indicates a creative moment in the process of mathematical
discovery. The paper contains reflections on this creative aspect of
mathematical pathologies, the process of their domestication, and
the cognitive accessibility of mathematical objects. The work on
this paper was sponsored by the National Scientific Center research
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grant 2015/17/B/HS1/02232 Extremal axioms: logical, mathematical
and cognitive aspects. The paper was presented during the 11th Pol-
ish Philosophical Congress in Lublin (2019).

Keywords: pathological object, counterexample, domestication of
mathematical pathologies

Uwagi wstepne

Matematycy nazywaja niektore z badanych przez siebie obiek-
tow patologicznymi. Odrozniaja sie one od obiektow standardo-
wych (normalnych, naturalnych), o ktérych z kolei mawia sie,
ze dobrze sie zachowujq. Bycie standardem jest uwarunkowa-
ne m.in. zasiegiem zastosowan oraz zgodnoS$cig z zywionymi
wprzédy intuicjami. Patologie moga by¢ nieoczekiwane i nie-
chciane, ale w wielu przypadkach sg konstruowane celowo, dla
ukazania zakresu obowigzywania twierdzen oraz wysubtelnie-
nia badz modyfikacji akceptowanych intuicji matematycznych
- wtedy stanowi¢ moga inspiracje dla rozwoju nowych dziedzin
matematyki. Patologie pelnig czesto role kontrprzykladéw (ale
nie kazdy kontrprzyktad nazywamy patologicznym). Patologie
odrézniamy od wyjatkow oraz obiektow ekstremalnych. Nie
kazdy ,,dziwny” obiekt lub wlasno§é nazywamy patologiczny-
mi — dzieje sie tak dopiero wtedy, gdy wystepuje jakas powazna
kolizja z zywionymi uprzednio intuicjami. Czesto wiekszo§é
obiektow w danej klasie to patologie, a obiekty standardowe,
ktore zostaly juz dobrze poznane, stanowig mniejszosé. Jednak
takze obiekty patologiczne bywaja oswajane, co skutkuje po-
glebieniem wiedzy matematyczne;j. Ow proces oswajania prze-
biega u profesjonalnych matematykéw oczywiScie inaczej niz
w reszcie populacji. Uwazam, ze proces oswajania patologii jest
jednym ze wskaznikéw roli matematyki w kulturze. Jest tez
frapujacg oznakg zmian mocy poznawczych umystu ludzkiego.
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Przed bardziej szczegétowym oméwieniem tematu potrzeb-
ne chyba jest uzasadnienie, dlaczego niniejszy tekst wystany
zostal do druku w czasopi$mie filozoficznym, ktérego czytel-
nicy niekoniecznie fascynujg sie osiagnieciami i ustaleniami
matematykow. Dalsze rozwazania dotycza mianowicie procesu
tworzenia pojec i to z reguly pojeé dos¢ skomplikowanych, kté-
rym towarzyszy aura paradoksalnos$ci. Wylanianie sie nowych
pojeé, wymuszone niejako poprzez obiektywne sytuacje badaw-
cze, a takze celowe wprowadzanie nowych poje¢ dla uzyskania
wigkszego tadu teoretycznego powinny przeciez interesowaé
filozofow i to nie tylko tych, ktérzy z afirmacja odnosza sie do
rozwazan logicznych. Takze rozpoznawaniu paradoksalnosci
poje¢ i stwierdzen filozof poSwieci¢ mogtby uwage, gdyz jest
ono S§wiadectwem zmagan intelektualnych podmiotu poznaja-
cego, probujacego utworzy¢ spojny i adekwatny obraz badane;j
rzeczywistoSci, w rozwazanym tu przypadku rzeczywistoSci
matematycznej. Ciekawe sg okoliczno§ci historyczne, towa-
rzyszace nazywaniu okre§lonych obiektéw patologicznymi lub
stwierdzen paradoksalnymi, a rowniez okoliczno§ci oswaja-
nia patologii i rozwigzywania paradoksow. Te ostatnie wigza
sie m.in. z typowa dla matematykéw tendencja do tworzenia
uogolnien. W literaturze znajdujemy tez argumentacje, iz roz-
wazanie ,,calkiem dowolnych obiektéw” (z wlaczeniem zatem
tych, ktore traktowane sg jako patologiczne) moze by¢ jednag
z istotnych przyczyn niezupelnoéci i nierozstrzygalno§ci bo-
gatszych teorii matematycznych (Friedman 1992).

Potrzebne jest chyba réwniez usprawiedliwienie koniecz-
noéci uzycia w tekScie pewnych terminéw matematycznych,
ktore moga byc¢ wiekszosci filozofow malo znane lub wrecz
calkiem obce. Staram sie ograniczy¢ zargon matematyczny do
niezbednego minimum, jednak w pewnych przypadkach musze
przywolac konkretne przyklady, aby unikng¢ mato treSciwych
og6lnikow. Gdy to mozliwe, dodaje pare stéw, przyblizajacych
intuicyjny sens uzywanych poje¢ matematycznych. Nie za-
ktadam zarozumiale, ze tekst bedzie klarowny dla wszelkich
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filozoféw, ale mam nadzieje, ze moze zaciekawi¢ tych, ktorzy
interesuja sie filozofig matematyki oraz problematyka refleksji
nad paradoksami.

Stoje na stanowisku, ze w matematyce nie ma obiektow
obiektywnie patologicznych. To, ze nazywamy jaki$ obiekt pa-
tologicznym, jest jedynie sposobem moéwienia, przekazuje in-
formacje na temat naszego postrzegania wlasnosci rozwaza-
nego obiektu. Ponadto, patologie matematyczne sg oswajane
- obiekty uwazane w pewnym okresie dziejéw za patologiczne
bywaja pézniej wlaczane do zasobu standardowych (natural-
nych, normalnych, itp.) obiektéw matematyki. Proces odwrot-
ny raczej nie zachodzi — cho¢ pewne konstrukcje moga prze-
padaé w zapomnieniu lub wypadaé z gléwnego nurtu badan.
By¢ moze dobrym przykladem jest zastapienie antycznej teorii
proporcji przez wspolczesng teorie liczb rzeczywistych.

Deklaracja wyrazona w poprzednim akapicie oznacza m.in.,
ze rozwazana tu problematyka (czyli wykrywanie, kreowanie
1 oswajanie patologii) ujmowana jest z perspektywy epistemo-
logicznej, a nie ontologicznej. Sadze, ze moze by¢ rozpatrywa-
na niezaleznie od przyjmowanego stanowiska w kwestii dys-
kutowanego w wielu pracach z filozofii matematyki dylematu,
czy matematyka jest tworzona czy odkrywana. Wyliczenie
argumentéw na rzecz obu tych stanowisk (a takze stanowisk
kompromisowych, przyjmowanych przez niektérych matema-
tykéw) znalezé mozna w rozdziale drugim pracy Pogonowski
2020a. Wsréd owych kompromisowych stanowisk znajduje-
my np. poglad, ze tworzymy aksjomaty oraz reguly dowodo-
we, odkrywamy za$§ fakty wyrazone w twierdzeniach, albo ze
odkrywamy obiekty tylko do pewnego stopnia ich zlozonosci,
a przekraczajgce owa zlozono$¢ tworzymy. Wybitny polski ma-
tematyk, Roman Duda, wypowiadajacy sie tez czesto na tema-
ty filozoficzne, wyrdznia dwie postawy w dziejach matematyki:
postawe skierowana do wewnatrz, polegajaca na upraszczaniu,
porzadkowaniu i uzupelnianiu materialu (przy czym istotnag
role pelnig czynniki estetyczne) oraz postawe skierowang na
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zewnatrz, polegajaca na przyjmowaniu bodzcow ze $§wiata oraz
weryfikowaniu uzyskanych wynikéw matematycznych w kon-
frontacji ze $wiatem zewnetrznym. Roman Duda pisze (Duda
2010, 43):

Postawy, do wewnatrz i na zewnatrz, wigzg sie tez z proble-
mem: matematyke tworzymy czy odkrywamy? Takze i tutaj
odpowiedZ jest niejednoznaczna. Przy badaniu ciggu 1, 2,
3,... mamy silne wrazenie odkrywania, budujac natomiast np.
spektralng teorie homologii chyba matematyke tworzymy.

Zajme sie jedynie tymi sytuacjami, gdy termin patologia
uzywany jest przez profesjonalnych matematykow. Nie wydaje
sie bowiem celowe branie pod uwage opinii wyrazanych w in-
teresujacej nas sprawie przez osoby nie bedace ekspertami ma-
tematycznymi. Ogranicze sie takze do rozpatrywania jedynie
matematyki klasycznej, matematyka intuicjonistyczna jest tu
poza obszarem rozwazan.

Termin patologiczny bywa w matematyce uzywany czasem
zamiennie z terminem paradoksalny. Ta zamienno§¢ wskazuje
na to, iz istotne jest w tym uzyciu wystepowanie jakiej$ kolizji
z zywionymi przekonaniami, intuicjami, oczekiwaniami. Na-
turalng tendencjg krytycznego myS§lenia jest dazenie do wyja-
$nienia przyczyn paradoksalnosci. Takie eksplikacje pociagaja
za sobg zmiany przekonan i wysubtelnienie intuicji. Poglad,
ze paradoksy, antynomie oraz wieloznaczno§¢ sa istotnymi
czynnikami w rozwoju matematyki przedstawia ksigzka Byers
2007, odwolujaca sie do najbardziej znanych w dziejach mate-
matyki przypadkow.

Niektore patologie matematyczne sg tak czesto wspomina-
ne w pracach popularyzujacych matematyke, ze staly sie znane
szerszemu ogo6towi. Nalezg do nich m.in.: paradoksalny roz-
klad kuli trojwymiarowej podany przez Banacha i Tarskiego,
krzywe Peana i Hilberta wypelniajace kwadrat jednostkowy,
trojkowy zbiér Cantora, funkcja Weierstrassa, bedaca przy-
kladem funkgji cigglej nierézniczkowalnej w zadnym punkcie.
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Omawia sie je w pracach popularnych w celu zainteresowa-
nia czytelnikow matematyka, czesto poprzestajac na ogdlnym
opisie, jako obiektéow ,,dziwnych” bez wnikania w techniczne
szczegoly oraz bez analizy okoliczno&ci historycznych towarzy-
szacych ich pojawieniu sie.

Dostepne sa réwniez bardziej specjalistyczne pozycje, pre-
zentujace tego typu obiekty w réznych dzialach matematyki,
np. Steen, Seebach 1995, Gelbaum, Olmsted 1990, 2003, Wise,
Hall 1993, Kharazishvili 2006. Godne polecenia sg tez teksty
dawniejsze, np. stynny artykut Hansa Hahna z 1933 roku o kry-
zysie intuicji, przedrukowany m.in. w Hahn 1980 lub czesto
cytowany tekst Henri Poincarégo o intuicji w logice i matema-
tyce w jego ksigzce Wartosé nauki (Poincaré 1908). Filozofom
z pewno§cig znana jest ksigzka Lakatos 1976, ukazujaca pro-
ces dochodzenia do ustalenia wyniku matematycznego (wzoru
Eulera, podajacego zalezno§¢ miedzy liczbami wierzchotkéw,
§cian i krawedzi wielo$cianu) oraz proces precyzacji pojec¢ po-
trzebnych do sformutowania tego wyniku. Wnikliwg analize
zaleznoS$ci miedzy intuicja matematyczng a matematycznymi
patologiami zawiera artykul Feferman 2000. Autor wskazuje
na role arytmetyzacji analizy w pojawieniu sie patologicznych
obiektow geometrycznych i topologicznych. Szczegélowo dys-
kutuje tez udzial wybranych Srodkéw dowodowych (przede
wszystkim réznych wersji aksjomatu wyboru) w uzyskiwaniu
wynikéw odczuwanych jako paradoksalne w teorii mnogosci
1 teorii miary.

Niniejszy tekst nie zawiera sformulowania zadnej rewo-
lucyjnej tezy filozoficznej, gdyz wykraczatoby to poza moje
kompetencje. Moze natomiast by¢ traktowany, jak sadze, jako
przyczynek do koncepcji zwracajacych uwage na pragmatyczne
aspekty uprawiania matematyki, uwzgledniajace kontekst jej
powstawania i dziatalno§¢ profesjonalistow. Znakomity prze-
glad takich nowszych koncepcji stanowi w polskiej literaturze
antologia Murawski 2002. W niniejszym tekscie chciatbym
przede wszystkim zwréci¢ uwage ewentualnego czytelnika na
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tworczy aspekt patologii matematycznych. Staram sie ustalié
powody, dla ktérych operowano kwalifikacjg patologicznosci,
przywoluje przyklady oswajania patologii i wskazuje czynniki,
ktére mogg byé brane pod uwage w charakterystyce stopnia
dostepnosci do obiektéw matematycznych, takze tych nazywa-
nych patologicznymi.

Rodzaje patologii

Ze wzgledu na spos6b pojawienia sie¢ w matematyce obiekty
okreslane jako patologiczne podzieli¢c mozna na dwa rodzaje:

Patologie pojawiajgce sie samoistnie. Tu dobrymi przykla-
dami sg liczby ujemne oraz urojone. Pojawialy sie one w roz-
wigzaniach problemoéw arytmetycznych, lecz byly poczatkowo
uznawane za ,nieuprawnione” obiekty, za $rodki, ktore pet-
nig role pomocniczg w obliczeniach, ale nie majg samoistnego
bytu. Opatrywane byly takimi epitetami jak: fikcyjne, urojone,
gtuche, absurdalne. Ich oswajanie trwato kilka stuleci, a nada-
nie im pelnoprawnego obywatelstwa w matematyce wiazalo sie
zar6wno z obserwacjami, iz sg one niezbedne w coraz wiekszej
liczbie rozwazan jak i z tym, ze tworza one dobrze okre§lone
struktury, domkniete na okreSlone operacje matematyczne.
Dlugotrwale przechodzenie od statusu wykorzystywanego
§rodka do statusu obiektu widzimy tez np. w przypadku wiel-
koSci nieskonczenie malych, ktore dopiero w XX wieku uzyska-
Iy precyzyjna reprezentacje.

Patologie konstruowane specjalnie. Dla laikow paradok-
salne moze wydawa¢ sie to, iz matematycy sami z rozmyslem
kreuja obiekty, ktére nazywaja patologicznymi. Dzialania te sg
jednak w pelni racjonalne i motywowane np. checig ukazania
zakresu obowiazywania twierdzen lub wysubtelnienia intuicji
dotyczacych badanych poje¢. Tego typu patologie najczesciej
noszg miano kontrprzykladéw. Bardzo wiele tego typu ,,dziw-
nych” obiektéw skonstruowano np. w topologii ogélnej (dys-
cyplinie matematycznej, w ktérej rozwaza sie catkiem ogélne
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przestrzenie oraz ich przeksztalcenia), gdzie proby precyzyjnej
charakterystyki tak intuicyjnych poje¢ jak np. ,skladanie sie
z jednego kawaltka” (sp6jnosé), ,,mozliwos¢ przeprowadzenia
drogi miedzy punktami” (lukowa spdjnosc), ,,wymiar” pokaza-
ly, ze proponowane formalne reprezentacje dopuszczaja kon-
strukcje wychodzace poza intuicyjne pierwowzory. Réwniez
tego rodzaju patologie ulegajg oswajaniu — dobrym przykladem
jest chyba zbioér trojkowy Cantora, ktory obecnie jest trakto-
wany przez zawodowych matematykow jako obiekt standardo-
wy, majacy liczne zastosowania w wielu dzialach matematyki.
Konstrukcje tego zbioru mozna tez do$¢ tatwo opisaé intu-
icyjnie: usuwamy z odcinka [0,1] Srodkowy przedzial otwarty
o dlugosci 1/3, z pozostatych dwéch przedzialéw usuwamy ich
srodkowe przedzialy otwarte o dlugosci 1/9, itd., czyli na kaz-
dym nastepnym etapie usuwamy Srodkowe przedzialy otwarte
o dtugosci stanowigcej 1/3 dlugosci przedzialow pozostalych na
tym etapie. Zbiér trojkowy Cantora to cze$¢ wspdlna wszyst-
kich zbioréw nieusunietych na poszczegblnych etapach kon-
strukgji.

W tekstach matematycznych spotykamy tez okreSlenie
,dobrze zachowujacy sie obiekt” (well behaving object), a tak-
ze okre§lenie komparatywne ,lepiej zachowujacy sie obiekt”
(better behaving object). To réwniez jedynie sposéb moéwienia,
,dobre zachowanie” nie jest obiektywng wlasnoscig obiektow
matematycznych. OkreS§lenie jakiego$§ obiektu (funkcji, prze-
strzeni, itp.) jako ,,dobrze zachowujacego sie” zalezy zatem od
celu badan, jest uzaleznione kontekstowo.

Sposoby mowienia o obiektach matematyki

Jesli chodzi o spos6b moéwienia o obiektach matematycznych,
poswiadczony w tekstach, to mozemy wyréznié nastepujace ich
rodzaje:

Standardy. Obiekty uwazane za normalne, wzorcowe, na-
turalne. Przyklady: liczby naturalne, calkowite, wymierne,
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rzeczywiste, zespolone, przestrzenie euklidesowe. Niestandar-
dowe obiekty to np. niestandardowe modele arytmetyki (a tak-
ze nieskonczone elementy tych modeli).

Obiekty typowe (autentyczne). W angielskiej literaturze na-
zywane genuine objects lub generic objects. Przy jednym ro-
zumieniu to te obiekty, ktore sa w wiekszos$ci w rozwazanej
klasie. Mozna tez chyba proponowaé inne rozumienie: obiekty,
z ktorymi najczeSciej spotykamy sie w praktyce badawczej oraz
w zastosowaniach matematyki.

Obiekty nieistotne. To przeciwienstwo powyzej okreslonych
obiektéw typowych, a wiec obiekty ,pomijalne” (negligible),
tworzace mniejszo$¢ w rozwazanej klasie obiektow.

Wyjqgtki. Obiekty o szczegélnym zestawie wlasno$ci, badz
obiekty nie mieszczace sie w ustalonej klasyfikacji. Np.: tzw.
grupy sporadyczne, czyli 26 grup, ktore pozostajg poza kilkoma
klasami proponowanymi w klasyfikacji wszystkich prostych
grup skonczonych. Prostszym przykladem obiektu wyjatkowe-
go moze by¢ liczba 2, jako jedyna parzysta liczba pierwsza.

Obiekty ekstremalne. Obiekty posiadajace pewne wlasnosci
w stopniu maksymalnym lub minimalnym. Np.: rozwazane
w logice matematycznej modele nasycone (w intuicyjnym sen-
sie ,,bogate”, poniewaz realizowanych jest w nich wiele tzw.
typow, czyli, z grubsza moéwige, semantycznych charakterystyk
elementéw) lub modele atomowe (modele w intuicyjnym sensie
,ubogie”, w ktorych z kolei realizowanych jest malo typow),
lub znane wszystkim bryly platonskie (jako obiekty zalecajace
sie maksymalnoscia symetrii).

Obiekty zdegenerowane. Przez obiekt zdegenerowany rozu-
mie sie taki obiekt z danej klasy, ktory wtasnosci przystugujace
obiektom tej klasy posiada w stopniu najwiekszym (lub naj-
mniejszym) z mozliwych. Nie jest to precyzyjne okreslenie, ale
moze wystarczy podac przyklady tak rozumianych obiektow:
punkt jest zdegenerowanym okregiem (okregiem o zerowym
promieniu), zdegenerowany trojkat to trojkat o wspétliniowych
bokach i zerowym polu, zdegenerowane wieloboki to digon
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1 monogon, itp. Obiekty zdegenerowane w danej klasie zwykle
nalezg zatem do klasy obiektow ,,prostszych” od rozwazanych.
To rozni je wiec od wyjatkéw oraz obiektow ekstremalnych.

Kontrprzyktady. Obiekty pozwalajace na odréznienie za-
kresow poje¢ lub zakreséw prawdziwos$ci twierdzen. Pojecie
kontrprzykladu nie wymaga chyba tutaj objasnienia. Oczywi-
Scie nie wszystkie kontrprzyklady traktowane sa jako pato-
logie. Czasami znalezienie kontrprzyktadu dla prawdziwosci
jakiej$ hipotezy jest po prostu niespodziankg, nie wywolujaca
kolizji z uprzednio zywionymi przekonaniami.

Patologie. Obiekty ,,niechciane”, pojawiajace sie nieoczeki-
wanie w rozwazaniach matematycznych i powodujace kolizje
z dotad zywionymi intuicjami matematycznymi badZ obiekty
konstruowane specjalnie, dla ukazania ograniczen (pojec¢, me-
tod, intuicji).

Prototypy (wzorce) oraz innowacje. Mozna takze mysleé
o obiektach standardowych jako swoistych wzorcach lub pro-
totypach, a o niektérych nowego rodzaju obiektach jako in-
nowacjach (zob. np. Gaifman 2004). W tym sensie np. liczby
calkowite sa innowacja wzgledem liczb naturalnych (a nie
liczbami ,niestandardowymi”). To odréznienie zwigzane jest
z tzw. genetycznym sposobem wprowadzania nowych rodzajow
liczb, w odr6znieniu od sposobu aksjomatycznego, na co zwra-
cal uwage juz Hilbert w swojej aksjomatyce liczb rzeczywistych
z 1900 roku.

Nie jest to oczywiscie klasyfikacja obiektéw matematycz-
nych, nie bylo moim zamiarem podejmowanie sie tak bezsen-
sownego dzialania. Chcialem raczej zwréci¢ uwage na sposob,
w jaki zawodowi matematycy zwykli mawiaé o badanych przez
siebie obiektach (zob. tez rozdzial 1 w Pogonowski 2019 oraz
rozdzial 3 w Pogonowski 2020b).
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Kilka opozycji

W dalszym ciagu zajme sie juz jedynie obiektami patologicz-
nymi oraz procesem ich oswajania. Nalezy podkre§li¢, ze nie
kazdy ,,dziwny” obiekt rozwazany w matematyce zyskuje mia-
no patologicznego. ,,Oswajanie” obiektéw uznawanych poczat-
kowo za patologiczne moze trwaé do$¢ dlugo lub tez wzglednie
krétko, zaleznie od kontekstu historycznego. Z odczuciem pa-
tologicznoSci obiektu wigzaé sie moga, jak sie zdaje, niektore
opozycje wystepujagce w matematyce, np.:

Opozycja skonczone-nieskoniczone. Matematyka wspolcze-
sna doskonale sobie radzi z operowaniem na obiektach infini-
tarnych: w teorii mnogosci rozwinieto teorie liczb porzadko-
wych i kardynalnych oraz zbioréw nieskonczonych dowolnie
duzej mocy, w analizie dysponujemy Scistg reprezentacja wiel-
kosci nieskonczenie malych, w topologii rozwaza sie obiekty
nieskonczenie zlozone (obiekty fraktalne). Warto jednak pa-
mietac, ze nie zawsze tak bylo — zmagano sie z wieloma uwa-
zanymi kiedy§ za paradoksalne wlasnosciami nieskonczono-
§ci (np.: aporie Zenona, uwagi Proklosa, Galileusza i Bolzana
o rownolicznoSci zbioréw nieskonczonych z ich cze$ciami wia-
Sciwymi, krytyka poslugiwania sie wielkoSciami nieskonczenie
malymi w poczatkach rachunku rézniczkowego i catkowego).
Jeszcze Gauss wypowiadat sie krytycznie na temat rozwazania
wielko$ci nieskonczenie wielkich, natomiast u Eulera znajdu-
jemy przyklady postugiwania sie nimi. Moze warto dodac, ze
Cantor, ktéry wprowadzit do matematyki calg skale zbioréow
nieskonczenie duzych, ostro sprzeciwial sie traktowaniu wiel-
koéci nieskonczenie malych jako dobrze okre§lonych obiek-
tow matematycznych, jednak jego argumentacja w tej sprawie
nie byla poprawna, na co zwracal uwage juz Ernst Zermelo
w swoich komentarzach redakcyjnych w wydaniu dziel zebra-
nych Cantora, zob. w tej sprawie Cantor 1932, str. 439. Polski
przeklad argumentacji Zermela znalez¢ mozna w Pogonowski
2020a, str. 64. Zermelo podkresla, ze wywod Cantora nie ma
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zastosowania w przypadku struktur niearchimedesowych.
O historii badan takich struktur traktuje obszerna rozprawa
Ehrlich 2006, ktora zaciekawi¢ moze filozofow takze dlatego,
ze ukazuje okolicznoSci i przyczyny powstawania nieporozu-
mien w interpretacji dziejow matematyki.

Opozycja dyskretne-ciggte. Debata na temat struktury kon-
tinuum rozpoczela sie juz w starozytnosci i wlasciwie trwa do
dzi$. Porzadkowe i kardynalne wlasnoSci liczb naturalnych do-
tycza obiektéw o charakterze dyskretnym, natomiast wielko-
§ci ciggle ujmowane byly jako kontinua, jako obiekty podziel-
ne w nieskonczono$§¢ i sktadajace sie z tego samego typu dalej
w nieskonczono$¢ podzielnych czesci. Owo ,,skladanie sie” ro-
zumiane bywalo tez jako ,scalanie”. W dziejach matematyki
poéwiadcza sie calg game stanowisk, dotyczacych tego z czego
i w jaki sposob skladajg sie kontinua. Rozpowszechnione dzi$
ujecie reprezentowania jednowymiarowego kontinuum geo-
metrycznego jakim jest linia prosta poprzez kontinuum aryt-
metyczne uporzadkowanych w sposob zupelny liczb rzeczywi-
stych (tworzacych przy tym maksymalne ciato archimedesowe,
a wiec nie zawierajace elementéw nieskonczenie malych i nie-
skonczenie duzych) nawigzuje do propozycji Davida Hilberta
oraz Richarda Dedekinda. Rozwaza sie tez inne propozycje
takiej reprezentacji — np. liczby hiperrzeczywiste (zawierajace
elementy nieskonczenie male oraz nieskonczenie duze). Prak-
tyka badawcza pokaze, ktére wlasnoSci poszczegblnych repre-
zentacji okaza sie przydatne w dalszym rozwoju matematyki.
Godne zauwazenia jest to, ze podrecznik Keisler 1976, odwotu-
jacy sie do zaproponowanej przez Abrahama Robinsona analizy
niestandardowej opartej na liczbach hiperrzeczywistych cieszy
sie sporym powodzeniem, o czym $wiadczg jego liczne dalsze
wydania oraz wywolana przez to podejscie dyskusja. Dodam
jeszcze, ze w topologii ogélnej podano mnéstwo przykladow
kontinuéw, ktorych wiasnosci okreslane byly jako patologiczne
(zob. np. Steen i Seebach 1995). Byly to przy tym patologie
konstruowane celowo, w intencji precyzacji pojec.
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Opozycja regularne-nieregularne. Regularnosci (prawidlo-
woSci) obserwowane w przyrodzie sa inspiracjg dla formulowa-
nia praw. Ogélne okreslenie znaczenia pojecia ,,regularny” jest
trudne. Zwykle regularno$ci w matematyce wyrazane sg przez
roznego rodzaju symetrie, niezmienniki przeksztalcen, a na-
wet ogélniej, przez zalezno$ci funkcyjne. Znane dictum, ze ma-
tematyka jest nauka o wzorcach uwazam za trafne. Owe wzor-
ce mogg mieé charakter arytmetyczny lub algebraiczny (np.
wlasnoSci dziatan), geometryczny (np. symetrie), porzadkowy
(np. typy porzadkéw), topologiczny (np. wlasno§ci metryczne),
itd. Nieregularno§ci rozumiane sg chyba jako odstepstwa od
rozwazanych wzorcéow. Obiekty patologiczne znajdujemy jed-
nak zaréwno w §wiecie obiektow regularnych, jak tez wsrod
obiektéw nieregularnych.

Opozycja zdeterminowane-losowe. Ta opozycja jest w pew-
nym sensie szczegblnym przypadkiem opozycji regularne-nie-
regularne. Zdeterminowanie jest zwykle wyrazane poprzez
stosowne zaleznosci funkcyjne. Nieco trudniejsze pojeciowo
wydajg sie by¢ zjawiska (procesy) losowe. Trzeba bowiem w ja-
ki§ sposéb wyrazic¢ brak regularnoéci, brak wzorca, brak zalez-
noSci. Przy tym, ma to by¢ precyzyjny sposéb matematyczny.
Tak wiec, losowo$¢ opisujemy jednak w sposéb (na wyzszym
poziomie, mozna rzec) zdeterminowany. Nalezy przy tym pod-
kreslié, ze chodzi tu o losowos§¢ w $wiecie matematyki, ktorg
potem — ewentualnie — mozemy rzutowac na zjawiska przyrod-
nicze.

Wiekszos¢ kwalifikacji patologicznoséci odnosi sie do dru-
gich czlonéw wymienionych opozycji. Natomiast ich pierwsze
czlony odpowiadajg dobrze oswojonym standardom, byé moze
wyréznionym epistemologicznie. Jan Wolenski pisze (Wolenski
2005, 261):

Wprawdzie nie wiemy, czy $wiat ma nature cigglg czy dys-
kretng, ale wyglada na to, ze tak jesteSmy ukonstytuowani,
iz program naszej podstawowej reprezentacji o rzeczywistosci
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jest jednak nieciagly, a wiec w istotny sposéb zwigzany z ope-
racjami na liczbach naturalnych, a dopiero potem na innych
(wymiernych, rzeczywistych itd.).

Powody pojawiania sie patologii

W jaki spos6b mozna sensownie wypowiadaé sie o powodach
pojawiania sie patologii matematycznych, pamietajac, iz cho-
dzi tu o sposob mowienia o obiektach matematycznych? Czym
innym jest przeciez sytuacja, gdy takie obiekty pojawiajg sie
w badaniach matematycznych nieoczekiwanie, w sposo6b nieja-
ko naturalny i sg poczatkowo ,,niechciane”, ,,nieprawomocne”,
itp., a czym innym jest intencjonalne ,,wywotywanie” patologii.
Sadze jednak, ze mozna ogdlnie wyréznié¢ nastepujace powody
pojawiania sie terminu ,,patologia”:

Konflikt z zastanymi intuicjami. Krzywe Peana i Hilberta
sg funkcjami ciggltymi, ktorych wykres wypelnia kwadrat jed-
nostkowy. Nazywane bywaja patologicznymi ze wzgledu na to,
ze przyzwyczajeni byliSmy do uwazania wykresu funkgcji (jednej
zmiennej rzeczywistej o wartoSciach rzeczywistych) jako two-
ru jednowymiarowego, o zerowym polu. Funkcja Weierstras-
sa jest ciagla, ale nigdzie nierézniczkowalna (czyli, intuicyjnie
mowige, jej wykres jest w kazdym punkcie ,,ztamany”) i takze
podawana jest jako przyktad patologii, m.in. ze wzgledu na to,
ze wiekszos¢ funkgcji, ktore spotykamy w zastosowaniach anali-
zy matematycznej jest o wiele bardziej ,,gtadka”, znéw mowigc
do$¢ intuicyjnie.

Kolizja wiasnosci. Wlasnosci réznego rodzaju przystugu-
jace temu samemu obiektowi moga spowodowaé, ze odbiera-
ny jest on jako patologiczny. Zbiory moga by¢ ,,duze” w sensie
topologicznym (geste, czyli, intuicyjnie méwiac, wypelniajace
»gesto” calg przestrzen), ,,duze” w sensie numerycznym (np.
nieprzeliczalne, czyli nieskonczone, ale nier6wnoliczne ze zbio-
rem wszystkich liczb naturalnych), lecz ,,male” w sensie teorii
miary (zbiory miary zero). Z tego typu kolizja mamy do czynie-
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nia np. w przypadku zbioru tréjkowego Cantora. Taka kolizja
nie musi jednak oznaczac¢ patologicznosci — ,,dobrze oswojony”
zbioér liczb wymiernych z odcinka [0,1] jest w nim gesty (czyli
»,duzy” w naturalnej topologii), lecz jest zbiorem miary zero
Lebesgue’a, czyli ,,maly” w sensie teorii miary.

Ogdlnosé definicji. Rozwazanie ,catkiem dowolnych”’
obiektéw moze skutkowaé tym, ze wiele z nich znaczaco od-
biega od wyjSciowych, ,prototypowych” obiektéw. Gdy do-
puszczamy rozumienie funkcji jako dowolnego zbioru par upo-
rzadkowanych (spelniajacego oczywiScie stosowny warunek
jednoznacznoSci), to pojawiaja sie ,,funkcje potwory”, jak np.
wspomniane wyzej funkcje Weierstrassa, Peana i Hilberta.

Przeniesienie wtasnosci z przypadku skonczonego na nie-
skonczony. Dogmat, iz cze§¢ nie moze by¢ wieksza od catoSci
pojawia sie juz u Euklidesa. Za paradoksalne uwazano dtu-
go to, iz pewne zbiory sg réwnoliczne ze swoimi podzbiorami
wlasciwymi. Definicja zbioréw nieskonczonych podana przez
Dedekinda (zbiér jest nieskonczony dokladnie wtedy, gdy jest
réwnoliczny ze swoim podzbiorem wlasciwym) przystuzyta sie
oswojeniu tej wlasno$ci, uwazanej weze$niej za paradoksalna.
Jednak nasze intuicje dotyczace np. skonczenie wymiarowych
przestrzeni wektorowych (np. euklidesowej przestrzeni tréjwy-
miarowej) nie mogg by¢ automatycznie przeniesione na prze-
strzenie wektorowe o nieskonczonej liczbie wymiaréw (choé
obiekty takie znajduja istotne zastosowania w fizyce wspolcze-
snej).

Brak konstruktywnosci. Konstrukcje wykorzystujace ak-
sjomat wyboru pozwalaja na tworzenie obiektéw o paradok-
salnych (wzgledem zastanych intuicji) wlasno§ciach — np.
zbioréw Vitalego (przypomne, ze zbiorem Vitalego jest kazdy
zbior reprezentantow wybranych z klas relacji rownowazno-
§ci, zachodzacej miedzy dwiema liczbami rzeczywistymi wtedy,
gdy bezwzgledna warto$c¢ ich réznicy jest liczba wymierna) lub
paradoksalnego rozkladu kuli wynikajacego z twierdzenia udo-
wodnionego przez Banacha i Tarskiego.
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Przenoszenie wtasnosci obiektow standardowych (prototy-
powych) na ,catkiem dowolne” obiekty. Jak wiadomo, hipoteza
kontinuum zachodzi, je§li ograniczymy sie do uniwersum zbio-
réw borelowskich (czyli zbioréw, ktére moga zostaé otrzyma-
ne przez przeliczalne sumy, przeliczalne iloczyny oraz branie
dopelnien z rodziny wszystkich przedzialéw otwartych), nato-
miast jest niezalezna od aksjomatow teorii mnogosci Zermela-
-Fraenkla, gdy odniesiemy ja do calkiem dowolnych zbioréw.
A zatem mozna rzec, ze wéréd owych catkiem dowolnych zbio-
row kryja sie te, ktore sg ,,odpowiedzialne” za niezaleznosc tej
hipotezy.

Nierozstrzygalnosé. Znamy obecnie juz catkiem sporo zdan
niezaleznych od arytmetyki Peana pierwszego rzedu lub teorii
mnogosci Zermela-Fraenkla. Musimy chyba zawiesié orzecze-
nie patologicznos$ci wobec takich obiektow, ktorych istnienie
jest niezalezne od teorii mnogoéci, czyli ani nie mozna w tej
teorii udowodnic, ze takie obiekty istnieja, ani tez odrzuci¢ ich
istnienia na gruncie tej teorii. Nie ma w tym miejscu potrze-
by epatowania czytelnika przykitadami (sg do§é skomplikowa-
ne), ale moze wystarczy powiedzie¢, ze zainteresowanie takimi
obiektami wigzalo sie m.in. z mozliwo$ciami jednoznacznej
charakterystyki obiektéw uwazanych za stosunkowo dobrze
,oswojone”, jak np. prosta rzeczywista.

Skomplikowanie logiczne. Z formalnego punktu widzenia,
zbiér definiowalny przez formule z dowolng skonczong liczbg
kwantyfikatoréw jest dobrze okreslony. Powstaje jednak natu-
ralne pytanie, na ile dostepne poznawczo sg obiekty, w ktorych
definicji wykorzystuje sie np. miliard kwantyfikatorow. Jesli
chodzi o arytmetyke Peana pierwszego rzedu, to —jak wiadomo
z twierdzenia Tennenbauma - jedynym jej modelem rekuren-
cyjnym (czyli takim, w ktérym operacje arytmetyczne sg efek-
tywnie obliczalne, intuicyjnie méwigc) jest model standardowy
(czyli zlozony ze wszystkich ,,prawdziwych” liczb naturalnych
i tylko z nich). W modelach niestandardowych (w ktorych ist-
niejg elementy nieskonczenie duze, intuicyjnie méwiac) istnie-
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ja tez oczywiscie operacje arytmetyczne, ale ich definicje musza
wykorzystywaé kwantyfikacje nieograniczona, czyli wykracza-
jaca poza efektywna obliczalnosé.

Brak opisu jezykowego (notacja). Jak wiadomo, jest réznica
miedzy opisywaniem a definiowaniem obiektow matematycz-
nych. Dla niektérych liczb porzadkowych mozliwa jest reku-
rencyjna notacja, inne moga by¢ jedynie definiowane. Osob-
ng sprawa jest to, jak traktowac te elementy pelnego zbioru
potegowego dowolnego zbioru (nieskonczonego, przeliczalne-
go), ktore nie sg definiowalne (z parametrami) w jezyku teorii
mnogo$ci. Czy traktowac je jako patologiczne, poniewaz nie
mogg zostac zdefiniowane (za pomocg przeliczalnych §rodkow
jezykowych) czy tez zawiesié takg kwalifikacje, skoro ich opis
jest niedostepny? Warto moze dodaé, ze niektérzy matematycy
(w szczegblnosci intuicjonisci) sg sktonni uwazac¢ méwienie np.
o catkiem dowolnym podzbiorze zbioru wszystkich liczb natu-
ralnych (lub o catkiem dowolnym ciggu takich liczb) za nie-
uprawnione.

Myslenie hipotetyczne (myslenie typu: co-by-byto-gdyby). To
jeden z podstawowych skladnikéw tworczo$ci matematyczneyj.
W interesujacym nas aspekcie odpowiedzialny jest m.in. za
znajdowanie kontrprzykladéw, w szczegdlnosci wykorzystuja-
cych obiekty patologiczne. Sadze, ze myslenie przekorne takze
jest wyréznikiem tworczo$ci matematycznej. Andrzej Mostow-
ski pisal, ze jedng z mozliwoéci formutowania aksjomatow ist-
nienia duzych liczb kardynalnych w teorii mnogoSci jest postu-
zenie sie zasadg istnienia zbioréw szczegoélnych (the principle
of existence of peculiar sets): jesli przy tworzeniu nowych zbio-
réw przy uzyciu znanych operacji na nich stale napotykamy
zbiory o pewnej wlasnosci P i nie ma oczywistych powoddw,
aby uznacé, ze wszystkie zbiory majg wtasnos¢ P, to proponuje-
my nowy aksjomat, méwiacy, iz istniejg zbiory, ktore nie maja
wlasnosci P (Mostowski 1967).
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Oswajanie patologii

Jak zapewne ewentualni czytelnicy domy$laja sie, ,,oswajanie”
patologii matematycznych wyraza sie w pozbawieniu rozwa-
zanych obiektéw miana patologii, a wiec w zmianie sposobu
moéwienia i mys$lenia o nich, ktéry jednak jest czym§ umoty-
wowany. Gtéwnym czynnikiem jest tu niewatpliwie uzytecz-
no§¢ rozwazanych obiektow w praktyce badawczej matema-
tyki. Widaé¢ to wyraznie w przypadku zadomowienia sie liczb
calkowitych oraz zespolonych we wspoélczesnej matematyce
(oraz w jej zastosowaniach w naukach empirycznych). Na owa
uzyteczno$é skiladajg sie takze uzyskane poprzez rozwazanie
kontrprzykladéw ustalenia dotyczace zakresu stosowalnosci
pojeé i twierdzen. Wreszcie, cenne sg réwniez modyfikacje zy-
wionych wezeéniej intuicji matematycznych, wywolane analizg
patologii.

Terminu ,,oswajanie” uzywac¢ mozemy nie tylko w odnie-
sieniu do obiektéw patologicznych. Witasciwie w przypadku
kazdej innowacji w matematyce polegajacej na rozwazaniu
nowego typu obiektéw termin ten réwniez ma zastosowanie.
Przypomne w najwiekszym skrécie niektore fakty zwigzane
z oswajaniem liczb zespolonych, dla podkreslenia, ze 6w pro-
ces oswajania trwac¢ moze wiele stuleci. Niecierpliwy czytelnik,
niezainteresowany faktografia matematyczna, moze opuscié¢
caly nastepny akapit, natomiast czytelnik interesujacy sie
zmaganiami matematykéw w dgzeniu do utworzenia spdjnej
wizji tej jednej z najwazniejszych dziedzin matematyki moze
oczywiScie siegnat¢ do ktorego§ ze znakomitych opracowan hi-
storii matematyki, np. Kline 1972 lub Stillwell 2010.

Rozwazania algebraiczne znane w §wiecie arabskim udo-
stepnione zostaly w Europie w XII wieku (Gerard z Cremony,
Fibonacci). Nad rozwiazaniami szczegblnych przypadkéw ta-
kich réwnan trzeciego stopnia pracowali: Scipione del Ferro,
Antonio Maria Fiore, Niccol6 Fontana (Tartaglia), Rafael Bom-
belli, Gerolamo Cardano. Ten ostatni opublikowal ogélne roz-
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wigzanie w Ars Magna w 1545 roku. Pojawiajg sie w nim liczby
zespolone (np. w problemie podzialu 10 na sume dwdéch liczb,
ktorych iloczyn jest rowny 40). Kartezjusz wigzat liczby urojo-
ne (termin uzyty przez niego) z niemozliwo$ciami geometrycz-
nymi. John Wallis podat fizyczng (geometryczng) interpretacje
liczb dodatnich i ujemnych na osi liczbowej z wyréznionym
punktem (zerowym) oraz probowal podaé geometryczna repre-
zentacje dla pierwiastka z minus jeden. Abraham de Moivre pi-
sal w 1698 roku, ze Newton znal w 1676 roku zalezno$¢ znang
dzi$ jako twierdzenie de Moivre’a. Leonhard Euler wprowadzit
oznaczenie i dla pierwiastka z minus jeden oraz podat wizuali-
zacje liczb zespolonych jako punktow o prostokatnych wsp6t-
rzednych. Euler korzystal ze wzoru x+iy=r(cos(a)+isin(a)) oraz
przedstawial graficznie pierwiastki rownania z"=1 jako wierz-
chotki wielokgta foremnego. Euler zdefiniowal ponadto zespo-
long funkcje wyktadnicza oraz udowodnil, ze e = cos(a)+isin(a).
Caspar Wessel podal w 1797 roku interpretacje liczb zespolo-
nych. Zostata ona doceniona dopiero w 1897 roku, a z dzisiej-
szego punktu widzenia polegala na rachunku na wektorach.
Jean-Robert Argand opublikowal anonimowo w 1806 roku roz-
prawe, w ktorej zamieScil geometryczna reprezentacje liczb ze-
spolonych. William Rowan Hamilton w rozprawie z 1831 roku
podat algebraiczng charakterystyke liczb zespolonych jako par
liczb rzeczywistych, dla ktorych okreslone sg dzialania aryt-
metyczne. Carl Friedrich Gauss prawdopodobnie dysponowat
geometryczng reprezentacja liczb zespolonych w 1796 roku,
cho¢ dopiero w 1831 roku opublikowal ten wynik. Wprowadzit
termin liczby zespolone (zwracajac przy tym uwage na niefor-
tunno$¢ dotychczas uzywanej, za Kartezjuszem, nazwy liczby
urojone). Augustin-Louis Cauchy rozpoczal badania nad funk-
cjami zmiennej zespolonej w 1814 roku. W 1825 roku opubli-
kowal rozprawe, w ktorej wystepuja calki krzywoliniowe (Pois-
son pisal o podobnych sprawach juz w 1820 roku).

O pelnym oswojeniu liczb zespolonych w matematyce mo-
zemy chyba méwié od momentu udowodnienia Podstawowe-
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go Twierdzenia Algebry (pierwszy taki dowéd podal Gauss
w 1799 roku) oraz podaniu ich geometrycznej reprezentacji.
Liczby zespolone charakteryzuja sie swoista maksymalnoscig —
w ciele liczb zespolonych kazdy wielomian stopnia dodatniego
o wspolezynnikach z tego ciata ma rozwiazanie (to jest wlasnie
tre§¢ Podstawowego Twierdzenia Algebry). W podrecznikach
spotykamy czasem stwierdzenie, ze wiele wynikow dotyczacych
liczb rzeczywistych oraz funkcji zmiennej rzeczywistej mozna
lepiej rozumieé, jesli rozwazy sie je w kontekscie liczb zespo-
lonych. Zasada Lefschetza glosi, ze dowolne zdanie w jezyku
pierwszego rzedu teorii cial, ktére jest prawdziwe w dziedzinie
liczb zespolonych, jest prawdziwe w kazdym ciele algebraicznie
domknietym charakterystyki zero (intuicyjnie méwiac, zasada
ta glosi zatem, ze liczby zespolone sg ,,wzorcowym” przykla-
dem struktury nalezacej do tej klasy).

Je§li chodzi o zastosowania w naukach empirycznych
(przede wszystkim w fizyce), to okazuje sie, ze w wielu przy-
padkach uzyskujemy lepszy opis rzeczywistosci fizycznej, gdy
uzywamy ciala liczb zespolonych, a nie ciala liczb rzeczywi-
stych. Z kolei je§li chodzi o powszechno§¢ znajomosci systemow
liczbowych, to liczby zespolone wciaz jeszcze uznawane sg za
co najmniej ,,dziwne”. Przyczyna tego typu trudno§ci moze by¢
powszechne przekonanie, ze liczby wigzg sie z porzadkiem,
ktory jest zgodny z dzialaniami arytmetycznymi (jak wiado-
mo, w ciele liczb zespolonych nie mozna wprowadzié¢ takiego
porzadku). Liczby w popularnym odczuciu mialyby tworzyé
struktury liniowe. Dla wiekszo§ci populacji przyzwyczajonej
przez szkole, ze nie mozna pierwiastkowac liczb ujemnych
obiekt taki jak pierwiastek kwadratowy z minus jeden wcigz
nie jest ,,oswojony”.

Wspomnie¢ jednak nalezy, ze rowniez niektorzy matema-
tycy (np. Francis Maseres i William Frend) az do konca XVIII
wieku wyrazali zastrzezenia wobec uznawania liczb ujemnych
oraz zespolonych za pelnoprawne obiekty matematyczne. Na-
tomiast w wieku XIX np. Hermann Hankel pisal, ze po podaniu
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geometrycznej interpretacji liczb zespolonych (dostarczajacej
zatem, intuicyjnie moéwiace, ich pogladowej ,,wizualizacji”) nie
mozna juz dalej twierdzi¢, ze sg one obiektami niemozliwymi.
Akceptacja liczb ,,dwuwymiarowych” (zespolonych) sklaniata
do rozwazenia mozliwoSci istnienia liczb n-wymiarowych, cze-
go podjal sie William Rowan Hamilton. Jak sie jednak okaza-
lo, tylko dla niektérych wymiaréw okre§lic mozna dzialania
arytmetyczne w taki sposéb, aby mialy one — intuicyjnie mo-
wigc — pozadane naturalne wlasnoSci. Przelamana zostata jed-
nak pewna psychologiczna, mozna rzec, bariera i dozwolone
zostaly ,,wielowymiarowe” uogolnienia pojecia liczby (do naj-
bardziej znanych nalezg czterowymiarowe kwaterniony). Na-
lezy podkreslié, ze te uogdlnienia zostaly stosunkowo szybko
,oswojone”, na co wplyw miala zmiana perspektywy badaw-
czej w algebrze, polegajaca na tym, ze algebra przeksztalcila
sie z dyscypliny dotyczacej rozwigzywania rownan w o wiele
bardziej ogdlniejsza dyscypline, badajaca catkiem dowolne
struktury.

Zauwazmy, ze rozszerzajac system liczbowy w celu roz-
wigzania nowych problemoéw, staramy sie zachowac wiekszosé
podstawowych praw. Zyskujemy przy tym mozliwo$é wyko-
nywania nowych operacji, ale w niektérych przypadkach tak-
ze co§ zwykle tracimy (np. pewne ogélne wlasnosci dziatan).
W wieku XIX (oraz w poczatkach wieku XX) intensywnie dys-
kutowano problemy dotyczace zaréwno aksjomatycznych ujeé
systemoéw liczbowych, jak tez wlasnosSci algebraicznych tych
system6w. George Peacock sformulowal tzw. zasade perma-
nencji (Principle of permanence) juz w 1830 roku, a powtorzyt
ja w rozwinietej formie w A Treatise on Algebra:

Whatever algebraic forms are equivalent when the symbols
are general in form, but specific in value, will be equivalent
likewise when the symbols are general in value as well as in
form. (Peacock 1845, 59)
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Zasada ta mialaby nadawaé kierunek rozwojowi algebraicz-
nych systeméw liczbowych. Ma ona oczywiscie walor heury-
styczny i wyraza pewne ograniczenia, je§li chodzi o tworzenie
uogélnien pojecia liczby, ale zaleca takze, aby przy tych uogél-
nieniach zachowywaé mozliwie jak najwiecej wlasnosci uzna-
wanych za naturalne. Rowniez Hermann Hankel sformulowat
podobnag zasade (das Princip der Permanenz der formalen Ge-
setze):

Wenn zwei in allgemeinen Zeichen der arithmetica universa-
lis ausgedriickte Formen einander gleich sind, so sollen sie
einander auch gleich bleiben, wenn die Zeichen aufhoéren, ein-
fache Grossen zu bezeichnen, und daher auch die Operatio-
nen einen irgend welchen anderen Inhalt bekommen. (Han-
kel 1867, 11)

Hankel formutowal swoja zasade w nieco innej sytuacji niz ta,
w ktorej zasade permanencji formutowal Peacock, poniewaz
znane byly juz kwaterniony Hamiltona, a sam Hankel jako je-
den z pierwszych docenial propozycje Hermanna Grassmanna
dotyczace ogdlnej teorii wielkosci wielowymiarowych. Wspo-
minam w tym miejscu o zasadzie permanencji form, ponie-
waz uwazam, ze stanowila ona zaréwno wskazéwke dotyczaca
uogdlnien pojecia liczby, jak tez swoistg przestroge przed na-
zbyt spekulatywnymi uogélnieniami, ktore moglyby byc¢ uwa-
zane za paradoksalne (patologiczne).

Jak pokazuje Michael Detlefsen w swoim artykule doty-
czacym formalizmu w matematyce (Detlefsen 2005), warto
zwroci¢ uwage na swoiste wspoéldzialanie zasady permanencji
form oraz pewnych zalecen Davida Hilberta, ktory wyrazat
matematyczny optymizm poznawczy formutujac np. w Hilbert
1901 aksjomat rozwigzywalnosci, gloszacy, iz kazdy problem
w matematyce moze zosta¢ rozwigzany lub mozna wykazagé,
ze rozwigzanie przy danych zalozeniach nie istnigje (w mate-
matyce nie ma ignorabimus). Mozna uwazaé, ze taka postawa,
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sprzyjajaca odwaznemu wykorzystaniu wyobrazni i fantazji
w matematyce oraz ograniczona jedynie wymogiem zachowa-
nia niesprzecznosci, jest silg napedowa w rozwoju matematyki.
Pisze mianowicie Detlefsen:

Together, the Axiom of Solvability and the Principle of Per-
manence guided the progressive extension of the number-con-
cept. The Axiom of Solvability expressed the mathematician’s
goal to solve problems. The Principle of Permanence acted as
a constraint upon the applicability of this axiom. It required
that newly introduced numbers preserve the basic laws of
arithmetic. More precisely, it required that the laws govern-
ing new numbers be consistent with the laws governing the
old ones. (Detlefsen 2005, 279)

David Hilbert pisat tez wielokrotnie o potrzebie (koniecznosci)
rozwazania w matematyce obiektéw idealnych (zob. np. Hil-
bert 1926). Takimi elementami sg m.in. punkty i proste w nie-
skonczonoéci, liczby idealne Kummera, ideaty Dedekinda, itd.
Tak wiec, patrzac wstecz np. na historie (genetycznych) uogdl-
nien pojecia liczby mozna stwierdzic, ze na poszczegdélnych eta-
pach dodajemy pewne elementy idealne, cho¢ moga one czasem
stwarzaé wrazenie paradoksalnosci. Logiczne aspekty procesu
rozszerzania poje¢ bada Meir Buzaglo, rozwazajac m.in. zmia-
ny rozumienia pojecia liczby oraz rozszerzanie znaczen ope-
racji arytmetycznych i nawigzujac do roli zasady permanencji
form w tych procesach:

During the nineteenth century, when rigor gradually resumed
a place of importance in mathematics, there was a systematic
attempt to conceptualize the idea of expansions, as presented
in Peacock’s ‘principle of permanence of equivalent forms.’
This attempt transferred the issue from the products of the
expansion to the process of expansion itself. Peacock claimed
that the symbolic algebra obtained from the expansion of
arithmetic is logically independent of arithmetic, yet sug-
gested by it. How an expansion of a realm can be ‘suggested’
by the existing realm has not, however, been analyzed prop-
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erly. Apparently this lack is due to the fact that discussions
in logic are generally centered on deduction, which involves
closed realms, thus marginalizing the issue of the expansion
of concepts. But the most cursory survey shows that there
is an abundance of logical, mathematical, and philosophical
material that is continually raising the idea of expansions as
logical and philosophical issue which naturally invites a more
comprehensive discussion. (Buzaglo 2002, 3)

Zasady heurystyczne byly przez matematykéw takze wezeéniej
proponowane w sytuacjach, gdy spotykano sie z paradoksal-
noécig. Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange oraz inni ma-
tematycy XVIII wieku wykorzystywali w operacjach na sze-
regach nieskonczonych zalozenie, ze wlasnoéci algebraiczne
zachodzace dla konstrukcji skonczonych (wielomianéw, skon-
czonych rozwinie¢) zachodzg takze w przypadku szerszej kla-
sy obiektow, takich jak nieskonczone szeregi lub rozwiniecia.
Zalozenie to krytykowal Augustin-Louis Cauchy. Gottfried Le-
ibniz wykorzystywatl heurystyczng zasade, nazywana prawem
ciggtosci (Law of Continuity) dla uzasadnienia prawomocno§ci
dziatan na wielko$ciach nieskonczenie malych. Zasada ta glo-
sila, w przyblizeniu, ze to co jest prawdag dla wielko§ci skon-
czonych pozostaje takze prawda dla wielkoSci nieskonczonych.
Pierwowzor tej zasady znajdujemy juz w rozwazaniach dJo-
hannesa Keplera (obliczenie pola powierzchni kota przez jego
reprezentacje jako wieloboku o nieskonczenie wielu bokach
o nieskonczenie malej dtugosci). Wspélczesnie zasada cigglosci
Leibniza znajduje wyraz w tzw. zasadzie transferu w kontek-
Scie liczb hiperrzeczywistych, a wiec z zasady heurystycznej
przeksztalca sie w formalng zasade o precyzyjnej tresci mate-
matycznej.

Dodam jeszcze zwiezle uwagi na temat historii oswajania
pojecia wielkoéci nieskoniczenie malej, rozumianej ogélnie jako
tak mala wielko§¢, iz nie ma mozliwoSci jej zmierzenia. Reuben
Hersh zwraca uwage na nastepujacy intrygujacy fakt z dziejow
matematyki (Hersh 1997, 289):
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The infinitesimal has a fascinating history. At least as far
back as Archimedes, it’s been used by mathematicians who
were perfectly aware that it didn’t make sense.

Niecierpliwy czytelnik moze znowu poming¢ caly nastepny
akapit, bedacy rekapitulacja znanych faktow z dziejow reflek-
sji nad nieskonczenie maltymi, a dodany tutaj po to, aby niejako
potwierdzi¢ powyzsza diagnoze Hersha.

Archimedes korzystal z niepodzielnych, za pomoca ktérych
obliczal pola oraz objetoSci tworéw geometrycznych. Matema-
tyczne podstawy jego rachunkow zasadzaly sie na metodzie
wyczerpywania, pochodzacej od Eudoksosa. Niepodzielne byty
tez wykorzystywane (w réznych postaciach) w pracach Miko-
laja z Kuzy, Johannesa Keplera, Bonawentury Cavallieriego.
John Wallis wprowadzil symbol 1/ na oznaczenie wielko§ci
nieskonczenie matej. Isaac Newton oraz Gottfried Leibniz
korzystali z pojecia nieskonczenie malej (u Newtona: fluksja,
u Leibniza: nieskoficzenie mata zmiana). Leibniz postugiwat
sie zasadami heurystycznymi (zasada ciagltosci), ktére pozwa-
laly wykonywaé operacje na wielkosciach nieskonczenie ma-
Iych. W wieku XVIII matematycy (np. Leonhard Euler, Jose-
ph-Louis Lagrange) powszechnie stosowali pojecie wielkosci
nieskonczenie matej, w dalszym ciggu bez precyzyjnej mate-
matycznej definicji. Augustin-Louis Cauchy definiowal pojecie
ciggloséci uzywajac wielkoSci nieskonczenie matych. W pracach
Augustina-Louisa Cauchy’ego, Bernarda Bolzana, Georga
Cantora, Richarda Dedekinda, Karla Weierstrassa w wieku
XIX podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego formuto-
wane byly juz wykorzystujac pojecie granicy, z uzyciem liczb
oraz zbiorow (bez odwolywania sie do nieskoniczenie maltych).
Prowadzono jednak réwniez badania systemoéw, w ktorych
nieskonczenie mate wystepowaly, np. w pracach Tullio Levi-
-Civity, Giuseppe Veronese, Paula Du Bois-Reymonda, Han-
sa Hahna, Otto Stolza i innych. W 1934 roku Thoralf Skolem
skonstruowal niestandardowy model arytmetyki, w ktéorym



112 Jerzy Pogonowski

wystepowaly liczby nieskoniczenie duze. Abraham Robinson
w 1961 roku stworzyl podstawy analizy niestandardowej,
w ktorej pojecie nieskonczenie malej uzyskuje precyzyjng
postaé matematyczna. John Horton Conway skonstruowat
cialo liczb nadrzeczywistych, ktore jest cialem zawierajacym
wszystkie ciala uporzadkowane. Philipp Ehrlich udowodnit
twierdzenia charakteryzujace z dokladnoscig do izomorfizmu
m.in. cialo liczb nadrzeczywistych.

Jako jeden z wnioskéw wynikajacych z powyzszego krot-
kiego przegladu faktow uwazam stwierdzenie, ze skutecznosé
w zastosowaniach nieprecyzyjnego przez dlugi czas pojecia
wielko$ci nieskonczenie malej skilaniala matematykow do
ignorowania owej nieprecyzyjnosci i zadowolenia sie teoretycz-
ng owocnoscig omawianego pojecia.

Dostep poznawczy do obiektow matematycznych

Dostep poznawczy do obiektow §wiata fizycznego uzyskujemy
na podstawie percepcji zmyslowej, wskazan przyrzadow pomia-
rowych oraz ustalen teoretycznych. W rozwinietych naukach,
np. w fizyce, badane obiekty w ostatecznym rozrachunku sa
obiektami matematycznymi. O tych obiektach co§ mowimy,
jakos je sobie wyobrazamy, ich wlasno§ci ustalamy przez rozu-
mowania, itd.

Czy mamy jednakowy dostep poznawczy do wszelkich
obiektéow matematycznych? Tak ogoélnie postawione pytanie
wymaga uszczegotowienia. Po pierwsze, moze chodzié o to, jak
przyswajamy sobie pojecia matematyczne. Na takie pytanie
prébuja odpowiadaé nauki kognitywne oraz teorie nauczania
matematyki. Mozna tez pytac, jak powszechna w danej popula-
¢ji jest znajomo$é poszczegélnych poje¢ matematycznych oraz
praktyczna bieglo§¢é w postugiwaniu sie nimi. To interesowaé
moze antropologdéw i teoretykéw kultury. Mozemy jednak za-
pytaé réwniez o to, czy wewnatrz samej matematyki daje sie
okresli¢ jakie$ miary dostepnoSci obiektéw matematycznych.
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Sadze, ze w tym przypadku istotne byloby wziecie pod uwage
takich czynnikéw jak m.in.:

Efektywnosc opisu jezykowego lub zasady konstrukcyjnej.
Hierarchia ztozonosci poje¢ matematycznych przyjmuje postaé
hierarchii arytmetycznej oraz analitycznej. Obiekt jest tym
Ltrudniejszy” (,trudniej dostepny”), im wiecej kwantyfika-
torow potrzebnych jest w jego definicji. Tak wiec, np. pojecie
granicy ciggu wymaga uzycia trzech kwantyfikatoréw, nato-
miast pojecie zdania prawdziwego w modelu standardowym
arytmetyki Peana pierwszego rzedu nie moze zostac zdefinio-
wane na zadnym pietrze hierarchii arytmetycznej (intuicyj-
nie moéwigc, poszczegblne pietra tej hierarchii wyznaczone sg
przez skomplikowanie logiczne formul, mierzone liczba wy-
stepujacych w nich kwantyfikatoréw). Jezyki poszczegolnych
systemow logicznych majg rézng moc wyrazania. Dla przykla-
du, w jezyku logiki pierwszego rzedu nie mozna zdefiniowaé
(przez skonczony uklad zdan) pojecia zbioru nieskonczonego
ani pojecia ciggloéci. W infinitarnym jezyku, w ktérym dopusz-
cza sie przeliczalne alternatywy i koniunkcje oraz skonczone
prefiksy kwantyfikatorowe mozna zdefiniowac pojecie zbioru
nieskonczonego, ale nie mozna zdefiniowa¢ np. pojecia dobre-
go porzadku (jest ono definiowalne np. w jezyku infinitarnym,
ktory oprécz przeliczalnych koniunkgji i alternatyw dopuszcza
réowniez przeliczalne prefiksy kwantyfikatorowe). W analizie
matematycznej rozwaza sie hierarchie Baire’a funkcji — np.
funkcja Dirichleta (funkcja charakterystyczna zbioru liczb wy-
miernych w zbiorze liczb rzeczywistych) nalezy do drugiej kla-
sy Baire’a, gdyz moze zostac¢ zdefiniowana jako granica granic
funkcji cigglych. W topologii oraz deskryptywnej teorii mno-
go$ci w powszechnym uzyciu jest hierarchia zbioréw borelow-
skich, a takze inne hierarchie oddajace stopienn skomplikowa-
nia definicji zbiorow.

Kategoryczna charakterystyka. Niektore podstawowe struk-
tury matematyczne moga zostac¢ scharakteryzowane w sposob
jednoznaczny, z dokladnoscig do izomorfizmu (czyli, intuicyj-
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nie méwiac, wzgledem budowy wewnetrznej) lub elementar-
nej rownowaznosci (czyli, intuicyjnie mowiac, wzgledem tego,
co mozna o tych strukturach prawdziwie powiedzie¢ w jezy-
ku rozwazanej teorii). Istnieje doktadnie jedna algebra Peana
(struktura z elementem pierwszym, bez elementu ostatniego
taka, ze po kazdym elemencie nastepuje dokladnie jeden inny
element — takg strukture tworza wszystkie liczby naturalne),
doktadnie jedno ciato uporzadkowane w sposéb zupelny (ciato
liczb rzeczywistych), ciato liczb zespolonych moze zostaé scha-
rakteryzowane jako jedyne cialo algebraicznie domkniete cha-
rakterystyki zero, ktérego stopien przestepnosci nad cialem
liczb wymiernych jest rowny kontinuum. Tego typu wyniki
umacniajg nasze przekonanie, ze mamy do czynienia z dobrym
dostepem poznawczym do rozwazanych obiektow.

Wielosé alternatywnych reprezentacji. Obiekt matematycz-
ny uwazany by¢ moze za tatwo dostepny takze wtedy, gdy dys-
ponujemy jego wieloma reprezentacjami, ukazujacymi wiele
jego aspektéw. Dobrym przykladem sg tu liczby wymierne, kto-
re ujmowane sg w ich aspekcie porzadkowym, arytmetycznym,
geometrycznym, itp.

Uzytecznosé¢ w zastosowaniach. Chodzi tu przede wszyst-
kim o zastosowania wewnatrz samej matematyki. Pewne
obiekty matematyczne sa wrecz niezbedne w réznych dziatach
matematyki. Przede wszystkim sg to znane uniwersa liczbowe,
ale takze np. liczby porzadkowe definiowane w teorii mnogo-
§ci i wykorzystywane w konstrukcjach bazujacych na indukgji
pozaskonczone;j.

Za ciekawe uwazam rozwazenie kwestii jak obiekty pato-
logiczne majg sie do kwestii stosowalno$ci matematyki w na-
ukach empirycznych. W pracach popularyzujacych matematy-
ke czesto pisze sie o obiektach fraktalnych, ktére mialyby byé
wszechobecne w przyrodzie. Rozsadne jest chyba stwierdzenie,
ze obiekty przyrody moga stanowi¢ pewne (skonczone) przybli-
zenia matematycznych obiektow fraktalnych, ktore wszak sa
obiektami granicznymi, a wiec definiowanymi przez procedury
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infinitarne. W literaturze filozoficznej dyskutuje sie réznorakie
supertasks, czyli procesy, w ktérych w skonczonym czasie wy-
konuje sie nieskonczonag liczbe operacji (np. lampa Thomsona,
kule Laraudogoitii, itp.). Znane sg argumenty, iz procesy takie
nie sg zgodne z akceptowanymi teoriami fizycznymi — zob. np.
Romero 2014. Z kwestig anonsowana w pierwszym zdaniu tego
akapitu powigza¢ mozna rowniez problematyke, o ktérej wie-
lokrotnie pisal Michat Heller (np. Heller 2010), czyli refleksje
nad matematycznoS$cig oraz matematyzowalno$cig $wiata.

Tworcza rola patologii w rozwoju matematyki widoczna
jest zatem zaréwno w przypadku patologii, ktére pojawiajg sie
niespodziewanie w trakcie badan, jak tez w przypadku, gdy
matematycy sami celowo konstruuja obiekty, ktére nazywa-
ja patologicznymi. W tym pierwszym przypadku ,oswajanie”
patologii trwa zwykle dluzej (co pokazuje np. historia liczb
ujemnych i zespolonych, a takze wielkoéci nieskoficzenie ma-
lych). Patologie tworzone z rozmystem chyba szybciej skutkuja
w rozwoju odnoénych teorii matematycznych (co z kolei po-
kazujg przyklady wielu konstrukeji w topologii ogdlnej, teorii
miary, teorii mnogosci). Bardziej szczegdélowe omoéwienie tej
problematyki wymagaloby wykorzystania w wiekszym stopniu
»zargonu matematycznego”, co raczej nie jest zalecane w tek-
stach kierowanych do czasopism filozoficznych.
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